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KATA PENGANTAR

Puji syukur kehadirat Tuhan Yang Maha Esa, atas segala rahmat dan hidayah-Nya
Prosiding Seminar dan Rapat Tahunan BKS PTN Wilayah Barat Bidang MIPA Tahun 2019
yang bertemakan “Science and Technology for Nation Prosperity”” dapat kami selesaikan.
Prosiding ini merupakan kumpulan makalah seminar yang diadakan oleh Fakultas MIPA
Universitas Bengkulu pada tanggal 6 - 7 Juli 2019 di Hotel Grage Bengkulu.

Penyusunan prosiding ini, disamping untuk mendokumentasikan hasil seminar,
dimaksudkan agar masyarakat luas dapat mengetahui berbagai informasi terkait dengan
berbagai masalah yang terungkap dalam beragam makalah yang telah dipresentasikan dalam
seminar.

Ucapan terima kasih dan penghargaan yang setinggi-tingginya kami sampaikan
kepada para penyaji dan penulis makalah, serta panitia pelaksana yang telah berkerja keras
sehingga prosiding ini dapat diterbitkan. Kami sampaikan terima kasih juga kepada Tim
Reviewer yang telah meninjau ulang semua makalah sehingga kualitas isi makalah dapat
terjaga dan dipertanggungjawabkan. Tak lupa kepada semua pihak yang telah memberikan
dukungan bagi terselenggaranya seminar nasional dan tersusunnya prosiding ini kami
ucapkan terima kasih.

Akhir kata, semoga prosiding ini dapat memberikan manfaat bagi semua pihak.

Bengkulu, Juli 2019

Tim Publikasi



SAMBUTAN KETUA PANITIA SEMIRATA 2019 FMIPA UNIB

Assalamu’alaikum wr.wb. Kita patut memanjatkan puji dan syukur kehadirat Allah
SWT, karena berkat rahmat dan karuniaNya SEMIRATA 2019 yang diselenggarakan oleh
Fakultas MIPA Universitas Sriwijaya di Grage Hotel dapat berjalan dengan baik.

SEMIRATA (Pertemuan dan Seminar Tahunan) di bidang matematika dan ilmu alam
adalah agenda tahunan yang diadakan oleh badan kerja sama Universitas negeri Indonesia
Barat. SEMIRATA 2019 ini akan diselenggarakan oleh Fakultas Matematika dan IImu
Pengetahuan Alam (FMIPA) dan Fakultas Keguruan dan IImu Pendidikan (FKIP),
Universitas Bengkulu, dari tanggal 6 hingga 7 Juli 2019, dengan tema “Sains dan Teknologi
untuk Bangsa Kemakmuran". Kegiatan ini menjadi acara yang bermakna bagi para
dosen/peneliti untuk berkomunikasi dan berbagi temuan dari penelitian mereka dalam rangka
mengembangkan ilmu pengetahuan dan teknologi, khususnya di bidang matematika dan ilmu
alam. Pada gilirannya, ilmu pengetahuan dan pendidikan sains akan terus tumbuh dan
memberikan kontribusi nyata bagi pembangunan dan kesejahteraan bangsa. Dari kegiatan
SEMIRATA 2019 ini dihasilkan suatu output berupa program kolaborasi yang di antara
universitas negeri di Indonesia Barat. Agar komunikasi ilmiah ini dapat juga tersampaikan ke
komunitas ilmiah lain yang tidak dapat hadir pada kegiatan seminar, panitia memfasilitasi
untuk menerbitkan makalah dalam bentuk Prosiding.

Dalam proses penerbitan prosiding ini, panitia telah banyak dibantu oleh Tim
Reviewer dan Tim Editor yang dengan sangat intensif mencurahkan waktu, tenaga dan
pikiran. Untuk itu, panitia menyampaikan terima kasih dan penghargaan. Panitia juga
menyampaikan terima kasih dan penghargaan kepada seluruh penulis makalah yang telah
mengikuti guide pada SEMIRATA 2019 yang berhubungan artikelnya

Semoga penerbitan prosiding ini selain bermanfaat bagi para pemakalah dan penulis,
juga dapat bermanfaat dalam pengembangan Sains dan Teknologi untuk Kemakmuran
Bangsa.

Bengkulu, Oktober 2019

Panitia Semirata-2019 Bidang MIPA
BKS-PTN Barat

Prof. Dr. Irfan Gustian, S.Si, M.Si
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PENYELIDIKAN EKSISTENSI BASIS DALAM MODUL P,

ATAS RING R
(INVESTIGATION OF BASIS EXISTENCE IN P,, MODULE OVER
RING R)
Zulfia Memi ABSTRACT: This article discusses the formation of a mathematical system
M ayasari* formed from the set of real numbers R and the polynomial over ring R that is B,.

The mathematical system formed is called the B, module over the ring R. Then
we investigate the existence the torsion element and basis in B, module over ring
R. Based on the investigation it can be shown the existence of torsion element

Universitas Bengkulu

Mulia Astuti and the basis in this module. The results show that based on the existence of the

Universitas Bengkulu torsion element, B, module over ring R is a torsion free module and based on the
existence of the basis, the module is a free module.

Novi Yarni

Universitas Bengkulu KEYWORDS: set of real number, polynomial, module, torsion element, basis.
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PENDAHULUAN

Struktur aljabar adalah himpunan atau beberapa himpunan yang dilengkapi
dengan suatu operasi atau beberapa operasi yang memenuhi aksioma-aksioma (sifat-
sifat) tertentu. Salah satu struktur aljabar yang melibatkan dua operasi biner dan dua
himpunan tak kosong adalah modul. Diberikan suatu ring R dan grup abelian (M, +).
Jika terdapat suatu pemetaan f: R X M — M yang didefinisikan dengan f(r,m) = rm,
maka M disebut R-Modul apabila untuk setiap r, s anggota R dan setiap m, n anggota
M memenuhi aksioma-aksioma yaitu : (r + s)m = rm + smdan m(r +s) = mr +
ms, r(m+n) =rm+rndan (m+n)r = mr +nr, (rs)m =r(sm) dan m(rs) =
(mr)s. Jikaring R tersebut memuat elemen satuan 1 sehingga berlaku 1m = m1 =
m maka M disebut unital R-modul (Malik, Mordeson dan Sen, 1997). M merupakan
R-Modul dinotasikan sebagai R-modul M. Dalam suatu R-modul M, jika m € M dan
terdapat r € R\{0} sedemikian sehingga rm = 0 maka m disebut elemen torsi. Suatu
modul yang semua elemennya merupakan elemen torsi disebut modul torsi (Wijayanti
dan Wahyuni, 2013). Apabila suatu modul memiliki basis maka modul tersebut
disebut modul bebas.

Beberapa peneliti telah melakukan penelitian mengenai modul, diantaranya
adalah Sari dan Wijayanti (2015) meneliti hubungan antara modul dan modul bersih
yang memperoleh hasil bahwa setiap modul merupakan submodul dari suatu modul
bersih. Penelitian lain dilakukan oleh Kurnia, Wardayani dan Suroto (2016) yang
meneliti mengenai pembentukan modul R™ atas ring M,.,(R) dan memperoleh
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kesimpulan bahwa R™ adalah M,,,,(R) —modul dan berdasarkan sifat eksistensi
elemen torsi pada modul ini maka modul R™ adalah modul torsi. Dalam artikel ini
dibahas tentang sistem matematika yang dibentuk dari himpunan bilangan riil R dan
himpunan polinomial atas ring R yaitu B, serta keberadaan elemen torsi dan basis
didalamnya.

TINJAUAN PUSTAKA

Grup dan Semigrup
Definisi 2.1. Misalkan G himpunan tak kosong dan "x*" adalah operasi yang
didefinisikan pada G dan dinotasikan dengan (G,*). (G,*) dinamakan grup apabila :

i. G terhadap operasi " * " bersifat tertutup, (Va,b € G) berlakua *b € G

ii. G terhadap operasi " * " bersifat asosiatif, (Va, b,c € G) berlaku
(axb)*c=ax*(bxc)

iii. G memuat elemen identitas, (3e € G) sedemikian sehingga
exa =axe = auntuksetiap a € G, e disebut elemen identitas

iv. Setiap elemen di G memiliki invers, (Va € G)(3b € G) sedemikian sehingga
b *a = ax*b = e. b disebut invers dari a dinotasikan b = a1,

Jika grup (G,*) memenuhi sifat komutatif yaitu b *a = a *b (Va,b € G) maka
disebut grup abelian.

Definisi 2.2. Misalkan G himpunan tak kosong dan "*" adalah operasi yang
didefinisikan pada G dan dinotasikan dengan (G,*). (G,x) dinamakan semigrup
apabila :

i. G terhadap operasi " * " bersifat tertutup, (Va,b € G) berlakua *b € G
ii. G terhadap operasi " = " bersifat asosiatif, (Va, b,c € G) berlaku
(axb)*xc=ax(bx*c)

Ring dan Ring polinomial

Definisi 2.3. Suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua operasi " + "
dan " « " disebut ring dan dinotasikan dengan (R, +,¢), apabila:

i. (R, +) merupakan grup abelian

ii. (R,») merupakan semigrup

iii. (R, +,¢) bersifat distributif kiri dan kanan, artinya (Va, b, c € R) berlaku:
l.ae(b+c)=(@a*b)+(aec)
2. (a+b)ec=(aec)+(bec)
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Selanjutnya penulisan ring (R, +,¢) ditulis sebagai ring R. Suatu ring R disebut ring
komutatif jika ring tersebut memenuhi hukum komutatif terhadap operasi kedua, yaitu
aeb=bea(Va,b €ER).

Misalkan R himpunan semua bilangan riil. Himpunan R terhadap operasi
"+’ dan "' yang didefinisikan sebagai pernjumlahan dan perkalian dalam aljabar
biasa merupakan ring (Adkinds and Weintraub, 1992).

Definisi 2.4. Misalkan R ring. Suatu polinomial f(x) dengan koefisien di R dan
indeterminate x adalah jumlahan tak hingga:

(00}
f(x) = Z aixt =ag+ a;x + a;x? + azx3 + -+ ax™ + -
i=0

dengan a; = 0 kecuali sebanyak berhingga nilai i. Derajat dari f(x) disimbolkan
dengan &(f (x), yaitu nilai maksimum i dengan a; # 0. Himpunan semua polinomial
atas ring R dinotasikan dengan R[x]. Himpunan semua polinomial atas ring R, yaitu
R[x] terhadap operasi '+ ' dan '’ yang didefinisikan seperti pada Persamaan (2.1)
dan (2.2) berikut merupakan ring dan dinamakan ring polinomial dan dinotasikan
dengan (R[x], +,*) (Raisinghania and Aggarwal, 1980).

Misalkan (x), g(x) € R[x]. Operasi '+ ' dan’ e’ pada R[x] didefinisikan
sebagai berikut:

f(x) =ay+ a;x + ayx? + -+ a,x™ dengana; € R,Vi=1,2,..,n
g(x) = by + byx + byx? + -+ + b,x™ dengan b; € R,Vi=1,2,...,n
f(x)+gx) = ¥, cxt, denganc; = a; + b;,i = 0,1,2,...,n e (2.2)
f(x) e g(x) = ¥, dixt, dengand; = ¥ ja;by_q ,k=0,12,..2n .. (22

Jelas bahwa jika R ring maka himpunan semua polinomial atas ring R yaitu
R[x] terhadap operasi '+ ' dan ' e’ yang didefinisikan seperti pada Persamaan (2.1)
dan (2.2) merupakan ring, sehingga pasti memenuhi (R[x],+) grup abelian.
Selanjutnya, dalam artikel ini R[x] akan dituliskan sebagai B,.

Modul

Definisi 2.4. Diberikan ring R dan grup abelian (M, +). Jika terdapat suatu pemetaan
f:RxXM — M yang didefinisikan dengan f(r,m) = rm maka M disebut R-modul
apabila untuk setiap r, s € R dan untuk semua m,n € M memenuhi aksioma berikut :

i (r+s)ym =rm+ smdan m(r + s) = mr + ms,

ii. r(m+n) =rm+rndan (im+ n)r = mr + nr,

iii. (res)m =r(sm)dan m(res) = (mr)s, dan
Jika ring R memuat elemen 1, sehingga :
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iv. 1m = m1 = m, maka M disebut unital R-modul

Definisi 2.5. Misalkan M adalah Modul atas ring R. Suatu m € M disebut elemen torsi
jika terdapat r € R\{0} sedemikian sehingga rm = 0.

Himpunan semua elemen torsi didalam modul M dinotasikan dengan M.

Definisi 2.6. Diberikan modul M atas ring R.

i. Modul M disebut modul bebas torsi jika elemen torsi di M hanya elemen 0,,.
Dengan kata lain M; = {0y}

ii. Modul M disebut modul torsi jika setiap elemen m € M merupakan elemen torsi.
Dengan kata lain M, = M.

Definisi 2.7. R-modul M dikatakan bebas jika M mempunyai basis, yakni ada B € M
dengan sifat:

i. B membangun M, yaitu (Vvm € M)(3ry, 13, ..., € R)(3b4, by, ..., b, EB) (M =
2. 1:b;)

ii. B bebas linear, yaitu (3ry,15, ...,7, € R) ryby + 1,by + -+ 1,b, = 0=

7'1,7'2, ...,7'3 = O

HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bagian ini dibahas sistem matematika yang terbentuk dari R dan P, serta
eksistensi elemen torsi dan basis dalam struktur yang dibentuk tersebut.

Lemma 1.

Grup abelian (B,, +) dengan operasi ' + ' yang didefinisikan seperti pada Persamaan
(2.1) merupakan modul atas ring R.

Bukti:

Didefinisikan suatu pemetaan o: R X B, = P, dengan (a, f) = af dan af = aef
(Vf € B,,Va € R). Akan ditunjukkan 3 aksioma pada Definisi 2.4 terpenuhi yaitu
(Va,b € Rdan Vf, g € B,) berlaku:

i.(a+b)f=af +bfdanf(a+b)=fa+fb
ii.a[f+gl=af +agdan [f +gla=fa+ ga
iii. (asb)f = a[bf] dan f(aeb) = [falb
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Ambil sebarang a,b € Rdan f,g € P,
Misalkan f = f(x) = ag + a;x + ax? + -+ + a,x"
g =g(x) =by+ byx + byx? + -+« + byx"
Perhatikan bahwa :
(a+b)f =(a+b)sf(x)
=(a+b)e(ag + a1 x + azx? + - + a,x")
=(a+b)eay + (a + b)ea;x + (a + b)ea,x*> + -+ (a + b)ea,x™

= (asag + beay) + (a*a;x + bea;x) + (asa,x? + bea,x?) +
. (avayx™ + bea,x™)

= (asay + asa;x + aca,x? + - + asa,x"™) + (beay + bea,x +
bea,x? + -+ + bea,x™)

=as(ag + a;x + azx? + - + ap,x™) + be(ag + a;x + ax? + - + ax™)
=asf(x) + bef(x)
= af + bf o (23)

272 fla+b)=f(x)+(a+b)

=(ap + a;x + ax? + -+ a,x™e(a + b)
= (ap*(a + b) + a;xe(a + b) + a,x?e(a + b) + -+ + ay,x"(a + b))

= (ag*a + ageb) + (a;xea + a;x+b) + (a,x?ea + a,x%eb) + --- +
(apx™ea + a,x"eb)

= (ap*a + a;xea + ayx?ea + -+ + a,x™ea) + (apeb + axeb +
ayx?eb + -+ + a,x™eb)

= (ag + a1x + ayx? + -+ apx™ea + (ag + a1 x + ax? + -+ a,x™)eb
=f(x)sa+ f(x)eb
=fa + fb e (2.8)
Dari Persamaan (2.3) dan (2.4) terbukti bahwa:
(a+b)f =af +bfdanf(a+b) =fa+fb
Perhatikan bahwa :

alf + gl =as[f(x) + g(x)]
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=as[(ag + a;x + azx? + -+ apx™) + (bg + byx + byx? + -+ + bpx™)]
= as[(ag + by) + (a1x + byx) + (azx? + byx?) + -+ + (@, x™ + bpx™)]
=ae(ay + by) + as(a; + by) + as(a, + b,) + ---+ as(a,x™ + b,x™)

=(aeay + asby) + (asa;x + ash x) +..+(asa,x? + asb,x?) + -+ +
(aea,x™ + aeb,x™)

= (asay + a*a;x + asax? + -+ aca,x™) + (a*hy + asb;x +
asbyx* + -+ + asb,x™)

=as(ag + a;x + a,x? + -+ a,x™) + ae(by + byx + byx? + -+ + byx™)
=asf(x) +asg(x)

[f +gla=[f() + g()]+a
=[(ap + a;x + azx? + -+ + ap,x™) + (by + byx + byx? + -+ + byx™)]ea

=[(ag + bg) + (a;x + byx) + (ayx? + byx?) + - + (@, x™ + bpx™)]ea
= (ag + bg)ea + (a;x + byx)ea + (ax? + byx?)ea + -+ + (a,x" +

b,x™)ea
273

= (ag*a + byea) + (ayxsa + byxsa) + (azx*ea + byx%ea) + - +
(apx™ea + byx™ea)

= (agea + a;xea + a,x?ea + -+ a,x"ea) + (bgea + byxea + byx%ea +
vt byxTea)

= (ag + a;x + ayx? + -+ apx™)ea + (bg + byx + byx? + -+ + bp,x™)ea
=f(x)ea+g(x)ea
=fa+ga ... (2.6)
Dari Persamaan (2.5) dan (2.6) terbukti bahwa:
alf + gl =af +agdan [f+gla=fa+ga
Perhatikan bahwa :
(asb)f(x) = (asb)+f (x)
= (asb)*(ag + a;x + azx? + - + a,x™)
= (asb)eay + (a*h)ea,;x + (asb)sa,x? + -+ (ash)ea,x"

= (asbeay + asbea;x + ashea,x? + --- + asbea,xm)
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= ae(beagy + bea;x + beayx? + ---+ bea,x™)

=as[be(ag + a;x + apx? + -+ + a,x™)]

= as[bef (x)]

=as[bf (x)]

= a[bf] . 27
f(x)e(asb)

= (ap + a;x + ayx? + - + a,x™)e(asb)

f(asb)

= (ageasb + a;xeasb + a,x%saeh + - + a,x™eash)

= (ap*a + a;xea + ayx*ea + -+ + a,x™ea)eb

=[(ap + a;x + ayx? + -+ a,x™)ealeb

= [f(x)ea]+b

= [f(x)al+b

=[falb ... (2.8)
Dari Persamaan (2.7) dan (2.8) terbukti bahwa:
(aeb)f = a[bf] dan f(aeb) = [falb

Terbukti bahwa B, merupakan modul atas ring R dan dinotasikan dengan R —modul
P, =

Lemma 3.2.
R —modul P, merupakan modul bebas torsi.

Bukti:

Akan diselidiki elemen torsi pada R —modul P,. Berdasarkan Definisi 2.5, f € P,
disebut elemen torsi jika terdapat r € R\{0}, sedemikian sehingga rf = 0.

Terdapat 2 kasus untuk menentukan elemen torsi dalam modul B,, yaitu :

. f=0
ii. f#0
Kasus (i) : f =0
Jika f = 0 maka jelas bahwa rf = 0, vr € R\{0} e (2.9)

Kasus (ii): f =0
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Misalkan f = f(x) = ag + a;x + a,x* + -+ a,x" # 0
Selanjutnya dipilih r € R\{0}

Perhatikan bahwa R ring tanpa pembagi nol r # 0 € R dan agy, a4, ay,...,a, €R
tidak semuanya nol, artinya 3a; # 0 (untuk 0 < k < n) sehingga rea; # 0. Hal ini
mengakibatkan bahwa :

rof = ref(x)
=re(ay + a;x + ayx? + - + a,x™)
=(reay + rea x + reayx? + -+ reay,x™)
£0

Jadi, jika f # 0 maka rf # 0,vr € R\{0} . (2.10)
Dari Persamaan (2.9) dan (2.10), dapat disimpulkan bahwa P, adalah modul bebas
torsi.m

Lemma 3.3.

R —modul P, merupakan modul bebas

Bukti:

R —modul P, dikatakan modul bebas jika B, mempunyai basis.

Diketahui bahwa P,, merupakan modul atas ring R. Dibentuk suatu himpunan B,, € P,
yaitu B, = {by + bix + byx? ...+ b,x"|b,, € Bdan B € R}. Berdasarkan Lemma
3.2, R —modul B, merupakan modul bebas torsi, sehingga:

atfi+axfo +tanfu =0 ... (2.11)
(Yf1, f2, -, fn € By) hanya dipenuhi oleh a4, a,, ..., a, = 0. Artinya B,, bebas linier.

Selanjutnya ambil sebarang f € B,. Untuk (aq,a,, ...,a, € R)(3fi, f2, -, fn € Bn),
dibentuk:

aifitafo+tafu=f e (212)

Perhatikan bahwa Persamaan (2.11) dan (2.12) mempunyai koefisien yang sama
sehingga pembuktian dapat dilakukan secara simultan. Karena Persamaan (2.11)
hanya mempunyai solusi trivial ekuivalen dengan Persamaan (2.12) konsisten untuk
untuk setiap f € P,.m

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa dari himpunan
bilangan riil R dan himpunan polinomial atas ring R, yaitu P,, dapat dibentuk suatu
sistem yang dinamakan modul P,, atas ring R. Berdasarkan eksistensi elemen torsi,
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modul ini merupakan modul bebas torsi dan berdasarkan eksistensi basis, modul
tersebut merupakan modul bebas.
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