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KATA PENGANTAR 

 

Assalamualaikum Wr. Wb. 

Alhamdulillah, segala puji bagi Allah SWT, Tuhan Yang Maha Esa, atas karunia yang 

telah dilimpahkan sehingga kegiatan Seminar dan Rapat Tahunan (SEMIRATA)-BKS PTN 

Bidang MIPA Wilayah Barat tahun 2017 dapat dilaksanakan secara baik.  

Kegiatan SEMIRATA-BKS PTN Bidang MIPA Wilayah Barat tahun 2017 yang 

diamanahkan kepada Universitas Jambi sebagai penyelenggara dilaksanakan secara gabungan 

oleh Fakultas Sains dan Teknologi  (FST) dan Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan 

(FKIP). Kegiatan telah dilaksanakan dengan sukses pada tanggal 12-14 Mei 2017 di Ratu 

Conference Hotel dan Swiss Bellin Hotel Jambi. Salah satu program utama adalah Seminar 

Nasional Sains dan Pendidikan MIPA dengan tema: “Peran Sains Teknologi dan Pendidikan 

MIPA dalam Menopang Sainspark, Teknopark serta Geopark berbasis Agroindustri dan 

Lingkungan”.  

Sesi pleno seminar di Ratu Conference Center dipaparkan materi oleh dua pembicara 

utama yaitu akademisi Dr. Ir Yunus Kusumahbrata, M.Sc (Staf Ahli Kementerian ESDM)  

dan praktisi/birokrat  Dr. H. Syahrial, M.P., (Bupati Tajung Jabung Barat Prov. Jambi). Materi 

yang disajikan berisi topik Pengembangan Geopark, Teknopark dan Sainspark di Indonesia. 

Selain daripada itu, sesi paralel telah dipresentasikan secara oral lebih dari 600 judul makalah 

hasil penelitian yang disampaikan dalam 40 ruang seminar secara paralel. Dalam kegiatan 

komunikasi ilmiah secara langsung ini juga telah dimanfaatkan untuk menjalin jejaring agar 

lebih bersinergi dalam pengembangan Sains dan Pendidikan MIPA ke masa mendatang.  

Supaya komunikasi ilmiah yang baik ini dapat juga tersampaikan ke komunitas ilmiah 

lain yang tidak dapat hadir pada kegiatan seminar, panitia memfasilitasi untuk menerbitkan 

makalah dalam bentuk Prosiding. Panitia juga tetap memberi kesempatan kepada peserta yang 

akan menerbitkan makalahnya di jurnal ilmiah, sehingga tidak seluruh materi yang 

disampaikan pada seminar diterbitkan dalam prosiding ini. Dalam proses penerbitan prosiding 

ini, panitia telah banyak dibantu oleh Tim Reviewer dan Tim Editor yang dikoordinir oleh 

Drs. Maison, M.Si., Ph.D,  yang telah dengan sangat intensif mencurahkan waktu, tenaga dan 

pikiran untuk melakukan proses plagiarism check, review, dan editing. Untuk itu, panitia 

menyampaikan terima kasih dan penghargaan. Namun, panitia juga menyampaikan 

permohonan ma’af karena dengan sangat banyaknya makalah yang akan diterbitkan dalam 

prosiding ini, waktu yang dibutuhkan dalam proses penerbitan prosiding ini cukup lama, dan 

penerbitan prosiding tidak dilakukan dalam satu buku tetapi dalam empat buku prosiding. 

Semoga penerbitan prosiding ini selain SEMIRATA-BKS PTN Bidang MIPA Wilayah Barat 

tahun 2017 bermanfaat bagi para pemakalah dan penulis, juga dapat bermanfaat dalam 

pengembangan Sains dan Pendidikan MIPA di Indonesia. 

Ucapan terima kasih disampaikan kepada Rektor Universitas Jambi, Dekan FST dan 

FKIP Universitas Jambi, Ketua Forum Rektor BKS wilayah Barat, Ketua BKS-MIPA 

Wilayah Barat, panitia dan semua pihak yang ikut menyukseskan acara semirata.  

        

Jambi, 2 Oktober 2017 

       Ketua Panitia 

 

 

 

       Dr. Kamid, M.Si 
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DIVISIBILITY PROPERTIES OF THE SUM INVOLVING 

PELL-LUCAS NUMBERS 

 

 

Baki Swita 

Faculty of Mathematics and Natural Sciences, University of Bengkulu 

email: b.swita@yahoo.com 

 

 

ABSTRACT 

Pell-Lucas numbers are infinite sequences of integers defined by 

recurrence relation  

The divisibililty properties of the sum involving Pell-Lucas numbers 

 iQ  for i  odd and even have been investigated. Some results have 

been found. This research investigates additional properties and 

proves that  for  odd,  for  even, 

and for  even. 

 

Keywords: Pell-Lucas numbers, the sum involving  Pell-Lucas  Numbers, divisibility 

properties 

 

PENDAHULUAN 

Sifat-sifat  pembagian dari bilangan bulat seperti Bilangan Pell dan Pell-Lucas salah satu 

topik kajian yang menarik perhatian peneliti. Bilangan Pell nP  merupakan barisan takhingga 

dari bilangan bulat yang didefi nisikan dengan relasi rekursi  

.1,0,2;2 1021   PPnPPP nnn  Bilangan Pell-Lucas nQ  didefinisikan dengan relasi 

rekursi yang sama, dengan initial condition .210  QQ   

Pada tahun 2006, Santana dan Barero [1] telah menunjukkan dua sifat pembagian dari 

jumlah yang memuat Bilangan Pell   

n

k kP
2

0 12
dan   

n

k kP
2

1 12
. Penyelidikan sifat-sifat 

pembagian dari  jumlah yang memuat Bilangan Pell dilanjutkan oleh Bradie pada tahun 2010 

[2]. Beberapa sifat-sifat tambahan untuk  12kP dan  kP2
telah ditemukan. Termotivasi 

dari Santana dan Barero, suatu investigasi dilakukan terhadap sifat-sifat dari jumlah yang 

memuat Bilangan Pell-Lucas  

n

k kk

n

k
QQ

112

2

0
,  dan  

n

k kQ
2

0 2
[3,4]. Beberapa sifat 

pembagian telah diperoleh. 

Hasil eksplorasi berbantuan Maple mem berikan indikasi beberapa sifat pembagian yang 

ditunjukkan oleh Bradie untuk jumlah yang memuat Bilangan Pell juga relevan untuk jumlah 

yang memuat Bilangan Pell-Lucas. Beberapa hasil eksplorasi tersebut dapat dilihat pada [5]. 

Hasil eksplorasi memberikan indikasi: ,|)(
12

0 12


 

n

k kn QQi ,|)(;
0 121   

n

k kn QQiiNn n

genap;    
n

k knn QQQiii
0 121 |)()(  untuk n ganjil;  ;|)(

0 2 

n

k kn QQiv  untuk n  genap. 

Artikel ini membuktikan sifat (i), (ii), dan (iv), khususnya: 

(1) Membuktikan nQQ
n

k kn ,|
12

0 12


   ganjil 

(2) Membuktikan nQQ
n

k kn ,|
0 121     genap 

(3) Membuktikan nQQ
n

k kn ,|
0 2 

genap.  
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KAJIAN LITERATUR 

Suatu bilangan bulat b  dikatakan habis dibagi oleh bilangan bulat 0a  jika terdapat 

bilangan bulat c  sedemikian sehingga acb  , ditulis ba |  (lihat [6]). 

Untuk memahami sifat-sifat pembagian dari jumlah yang memuat Bilangan Pell-Lucas 

 iQ diperlukan sifat-sifat dari Bilangan Pell-Lucas. Beberapa sifat dari Bilangan Pell-Lucas 

nQ  ditunjukkan pada [7] dengan menggunakan pendekatan  matrik,   diantaranya adalah 

sebagai berikut. 
12

11 )1(8 

  n

nnn QQQ                        (1) 

))1(2(2 1

2

2

11



  n

nnnn QQQQ        (2) 

Disamping menggunakan matrik, pembuk tian sifat-sifat yang berhubungan dengan 

Bilangan Pell-Lucas juga dapat dilakukan dengan “Rumus Binet” untuk ,nQ  seperti pada 

Persamaan (3) berikut (lihat [7]). 

21;21;   nn

nQ
  
(3) 

Analog dengan nP , perluasan Rumus nQ  untuk indeks negatif  dapat dibuktikan dengan 

induksi matematika, diberikan oleh [8]. 

 

n

n

n QQ 1)1( 

         (4) 

Beberapa sifat pembagian dari  12kQ dan  kQ2
yang telah diperoleh sebelumnya 

adalah sebagai berikut  [3,4 ]: 

(i) NnQQ
n

k kn    ;|
2

0 1212  

(ii) NnQS
n

k kn    ;|
2

0 1214  

(iii) NnQQ
n

i in  
;|

2

0 22  

(iv) ;|8
1 

n

k kQ  untuk n  genap 

(v)  


n

i in NnQS
2

0 24 ;|1  

(vi) NnQ
n

k k  
;|3

8

1
 

di mana nS  adalah jumlah n  bilangan Pell-Lucas yang pertama yang tidak sama dengan nol.   

 
METODE PENELITIAN 

Penelitian ini merupakan penelitian dasar yaitu mengembangkan teori tentang sifat 

pembagian dari jumlah yang memuat Bilangan Pell-Lucas. Metode yang digunakan adalah 

eksplorasi berbantuan Maple. Sifat-sifat yang diperoleh dibuktikan secara analitik. 

 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Hasil eksplorasi berbantuan Program Maple memberikan indikasi bahwa 1nQ  membagi 

habis 


 

12

0 12

n

k kQ untuk bilangan bulat positif .n  Hasil eksplorasi tersebut dapat dilihat pada 

Tabel 1. Hasil eksplorasi ini akan dibuktikan benar untuk semua  ganjil pada Proposisi 1 

berikut.  

Proposisi 1. Jika n ganjil, maka              






12

0

12 .|
n

k

kn QQ  
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Bukti.  

Dengan menggunakan Rumus Binet pada Persamaan (3) diperoleh 

14531

12

0

12 ... 





  n

n

k

k QQQQQ  

 ...)()()( 5533   

    )( 1414   nn   

  )...( 149753 n  

    )...( 149753  n  

1

)((

1

)1)((
2

22

2

22















 nn

 2
2

1 44  nn   

  4
2

1 222  nn 
 

2
2

1 2

2  nQ  

Dengan menggunakan Persamaan (1) dan (2) untuk n  ganjil diperoleh 

Sehingga.2)24(
2

1 22

2  nnn QQQ  

  22
2

1 22
12

0

12 




 n

n

k

k QQ  

     nnn QQQ 4
2

1 3
 ■ 

 

Hasil eksplorasi pada Tabel 1 membe rikan indikasi bahwa 
nQ  juga  membagi habis 




 

12

0 12

n

k kQ untuk n  genap. Tetapi pembuk tian secara analitik belum dapat diberikan. Oleh 

karena masih diperlukan penyelidikan lebih lanjut.  

 

Tabel 1. Hasil Eksplorasi Sifat Pembagian dari  

n  
nQ  








12

0

12

n

k

kQ  

n

n

k

k

Q

Q






12

0

12

 

1 2 16 8 

2 6 576 96 

3 14 19600 1400 

4 34 665856 19584 

5 82 22619536 275848 

6 198 768398400 3880800 

7 478 26102926096 54608632 

8 1154 886731088896 768397824 

9 2786 30122754096400 10812187400 

10 6726 1023286908188736 152138999136 

11 16238 34761632124320656 2140758229112 

12 39202 1180872205318713600 30122754076800 

13 94642 40114893348711941776 423859315617928 

14 228486 1362725501650887306816 5964153171970656 
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15 551614 46292552162781456490000 83922003725035000 

16 1331714 1572584048032918633353216 1180872205318047744 

17 3215042 53421565080956452077519376 16616132878188357128 

18 7761798 181476062870448645200230560

0 

233806732499929327200 

19 18738638 616484398108715829160008710

56 

3289910387877261032312 

20 45239074 2094232192940929332 69 

2027310336 

46292552162781433870464 

⁞    

25 3710155682 94741125149636  

933 4178730799 20900017936 

2553561986880445234585 

5248648 

26 8957108166 321840933675706717 20263761 

19771675835456 

3593134387 

91966819263526142816 
n  

nQ  







12

0

12

n

k

kQ  

n

n

k

k

Q

Q






12

0

12

 

27 21624372014 109331176324590 

 6 469 15478914 

992316078387600 

5055923762956339922106 

878113400 

28 52205852194 371404158569932492 7954 256 

73 3618974989342976 

7114224612 

0180725728586824754304 

29 126036076402 12616808273 745245 

69 0352925002 

8052833559273616 

1001047369 

44548650012274007149120

8 

30 304278004998 428600077148768420 9792040 

24 4220177366025960000 

1408580541 

83569917274459395370200

00 

⁞    

41 494086626389

6162 

297976764206018805693714935

737288356560393442733134000

759210256 

60308607497310947430861

42958525827965734785408

8 

42 119283063441

69798 

101224383660487390458608542

325893599163502386489105155

00799041600 

84860650573384094824185

20544377955423518765592

00 

43 287974789522

35758 

343864927681451108753575328

972300948799347720620224393

026408204176 

11940799687771084222816

79019171449129903437304

1272 

44 695232642486

41314 

116812851028032889585757003

308256428992614722624387188

47397079900416 

16801980213452902006767

69147384404433490014 

81250944 

45 167844007449

518386 

396819828567630373482820235

919099557626090709202296216

418474308410000 

23642180295711773651702

9359652988125437116909 

9685000 

⁞    

55 112891876915

0954098718 

812121070965910275504978328

266832039962001161968326359

479764058998682116657066456

336 

71937954541822041811602

32961585765111290231840

63121700227298552 
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56 272545100330

1774613634 

275882098006079119063750646

554250153641095979710569034

572735322689208409814442784

45056 

10122438366048739045860

85423258935991635023728

6185013849911734784 

57 657982077575

4503325986 

937187012149703094541247219

956183690339764329853966391

187820333084309911252448400

675600 

14243351667010056706016

79825524096153400323669

94261342013188494600 

58 158850925548

10781265606 

318367702032892973024960304

138548204561878776170638003

969286177925976161416018013

44525376 

20041916717474566778882

12609966323974676803322

567277595998524051296 

59 383500058853

76065857198 

108151299989968640519032378

685110771182004807465031524

710438518461523463890320879

7313187216 

28201116921134494057495

14452208094526081527901

0016888124478775337592 

60 925851043255

62912980002 

367396052263860484791685127

225238073814254466604936546

011521676591253801065674973

07303840000 

39681982856763037348282

02359190995576260907091

56003664255692851920000 

⁞    

 

n  
nQ  








12

0

12

n

k

kQ  

n

n

k

k

Q

Q






12

0

12

 

77 297664998981

095236352003

825842 

392537442330006018755990884

781700335960725561365165761

891090520171652636530294742

770603394991467965411162233

0762194576 

13187222000358065284828

24207077649321588330197

96220862994547545516581

38114014555862075528 

78 718626877583

933638536009

393798 

133347178157981963284792732

024184553532467912133102709

284259246622672683493662333

429661021841784558720368251

484821249600 

18555829501716261708213

66362108270887127059920

44563174583551941087866

583873982498438255200 

79 173491875414

896251342402

2613438 

452987868294808669149539297

997445781674430175691184045

804590347996915471241921638

918076870867076031683840892

8153160291856 

26110033522406347044347

41149022355735193767190

60350653046918767879681

0983818877822072798712 

80 418846438588

185866538405

4620674 

153882528042076965547558568

587107381215773791822869472

864276459072328587538759694

898716475072964066213785535

305722628673536 

367396052263860484791 

685127225238073814254 

466604936546011521655 

648931871656381646152 

7652 9664 

⁞    

98 325100144934

084991997272

258199415974

558519906672550721253859703

351964355557092796946833595

434245932003881352989708528

17179934102637581740851

84883400033746689269108

25387252441470082452475
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46 688535853138487161527628123

739704627221736410385749163

347405384325696 

61789175308265446865005

472388458264345441376 

99 78486117902 

93268381800 

9467010929 

219214 

189732355358934806809172147 

215472950284253424776337688 

120533295054124831081748787 

335198015676898633022182316 

468866625895978394440739423 

82959661952864400 

24174001776159365429211 

10368018744381253106772 

39402753991333193461992 

34451098213100158269568 

1118586959960614324600 

100 189482250299 

273866835746 

159841800035 

874 

64453148831370579242993144 

08292560666109045514426013 

06014378957252020544324956 

16841098471744831686511389 

22478704068234191048046881 

28291857281101013063936 

340154018276494874183 

0406364060242471221242 

1724341772811228117167 

13140384942297253344 

38114307058853016162 

5512232064 

  

Hasil eksplorasi pada Tabel 2 berikut menunjukkan bahwa hasil bagi   

n

k kQ
0 12

oleh 

1nQ  merupakan bilangan bulat untuk n genap. Berarti ada indikasi bahwa 1nQ  membagi 

habis   

n

k kQ
0 12

untuk n  genap. Sifat ini akan dibuktikan benar untuk semua bilangan bulat 

positif genap sebagaimana dinyatakan pada Proposisi 2. 

 

Tabel 2. Hasil Eksplorasi Sifat Pembagian  

n  
1nQ  






n

k

kQ
0

12  

1

0

12







n

n

k

k

Q

Q

 

1 6 16 2,666666667 

2 14 98 7 

3 34 576 16,94117647 

4 82 3362 41 

5 98 19600 98,98989899 

6 478 114242 239 

7 1154 665856 576,9982669 

8 2786 3880898 1393 

9 6726 22619536 336,999703 

10 16238 131836322 8119 

11 39202 768398400 19600,99995 

12 94642 4478554082 47321 

13 228486 26102926096 114243,0000 

14 551614 152139002498 275807 

15 133174 886731088896 665857,0000 

16 3715042 5168247530882 0,1607521 . 10
7
 

17 7761798 30122754096400 0,3880899000 . 10
7 

18 18738638 175568277047522 0,9369319 . 10
7 

19 45239074 1023286908188736 0,2261953700 . 10
8 

20 10921678 5964153172084898 0,54608393 . 10
8 

21 263672646 34761632124320656 0,1318363230 . 10
9 
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22 636562078 202605639573839042 0,318281039 . 10
9 

23 1536796802 1180872205318713600 0,7683984010 . 10
9 

24 3710155682 6882627592338442562 0,1855077841 . 10
10 

25 8957108166 40114893348711941776 0,4478554083 . 10
10 

26 21624372014 233806732499933208098 0,1081218601 . 10
11 

27 52205852194 1362725501650887306816 0,2610292610 . 10
11 

28 126036076402 7942546277405390632802 0,6301803820 . 10
11 

29 304278004998 46292552161781456490000 0,1521390025 . 10
12 

30 734592086398 26981276669928334830720 0,3672960432 . 10
12 

 

Proposisi 2. Jika n  genap, maka .|
0

121 




n

k

kn QQ  

Bukti.  Menggunakan teknik yang sama dengan pembuktian pada Proposisi 1, diperoleh 

12531

0

12 ... 



  n

n

k

k QQQQQ  

 ...)()()( 5533   

     )( 1212   nn   

  )...( 129753 n  

    )...( 129753  n  

1

)1)((

1

)1)((
2

12

2

12



















 nn

 

)2(
2

1 2222   nn 
 

Karena n  genap dan 1 , maka   211

0

12
2

1 



  nn
n

k

kQ   

))((
2

1
11  nn QQ ■ 

Hasil perhitungan Maple pada Tabel 3 menunjukkan hasil bagi  

n

k kQ
0 2

oleh nQ  adalah 

bernilai bulat untuk n  genap. 

Tabel 3. Hasil Eksplorasi Sifat Pembagian dari  

n  
nQ  




n

k

kQ
0

2  

n

n

k

k

Q

Q
0

2

 

1 2 8 4 

2 6 42 7 

3 14 240 17.14285714 

4 34 1394 41 

5 82 8120 99.02439024 

6 198 47322 239 

7 478 275808 577.0041841 

8 1154 1607522 1393 

9 2786 9369320 3363.000718 

10 6726 54608394 8119 
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11 16238 318281040 19601.00012 

12 39202 1855077842 47321 

13 94642 10812186008 114243.0000 

14 228486 63018038202 275807 

15 551614 367296043200 665857.0000 

16 1331714 2140758220994 1607521 

17 3215042 12477253282760 3.880899000 . 10
6 

18 7761798 72722761475562 9369319 

19 18738638 423859315570608 2.261953700 . 10
7 

20 45239074 2470433131948082 54608393 

21 109216786 14398739476117880 1.318363230 . 10
8 

22 263672646 83922003724759194 318281039 

23 636562078 489133282872437280 7.683984010 . 10
8 

24 1536796802 2850877693509864482 1855077841 

25 3710155682 16616132878186749608 4.478554083 . 10
9 

26 8957108166 96845919575610633162 10812186007 

27 21624372014 564459384575477049360 2.610292610 . 10
10 

28 52205852194 3289910387877251662994 63018038201 

29 126036076402 19175002942688032928600 1.521390025 . 10
11 

30 304278004998 111760107268250945908602 367296043199 

 

Berarti juga ada indikasi bahwa nQ  membagi habis  untuk n genap. Berikut 

akan dibuktikan bahwa sifat ini  benar untuk semua n  genap sebagaimana dinyatakan pada 

Proposisi 3. 

Proposisi 3.  Jika n  genap, maka   

       

Bukti.  Karena berdasarkan Persamaan 4, ,)1( n

n

n QQ   maka dengan menggunakan  

Persamaan rekursi dari nQ  diperoleh 

 
 

 
n

k

n

k

kkk QQQ
0 0

12122 )(
2

1
 

...)()()((
2

1
351311   QQQQQQ  

))()( 12123212   nnnn QQQQ   

)2(
2

1
)2(

2

1 1212

12  



nn

nQ   

nnnnnn  111 ())((
2

1    

21  nn  

Karena n  genap , maka .0211   nnnn   Sehingga diperoleh 

))((
2

1
10 2 

 nn

n

k k QQQ ■  

 

KESIMPULAN 

Penelitian ini telah menunjukkan tiga sifat pembagian dari jumlah yang memuat Bilangan 

Pell-Lucas seperti pada Proposisis 1, 2, dan 3.  
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Penelitan ini belum dapat membuktikan   untuk n  genap dan 

 untuk  ganjil.  
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