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ABSTRAK 

SOLUSI PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR NONHOMOGEN ORDE 

DUA DENGAN METODE VARIASI PARAMETER PADA SISTEM GERAK 

PAKSA PADA PEGAS 

Oleh 

BELLA GRACE SARA LUBIS  

F1A016024 

 

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang menyangkut satu atau lebih 

fungsi (peubah tak bebas) beserta turunannya terhadap satu atau lebih variabel bebas 

yang terlibat. Terdapat dua persamaan diferensial yaitu persamaan diferensial biasa 

(PDB) dan persamaan diferensial parsial (PDP). Jenis persamaan diferensial dapat 

dilihat dari bentuk, orde, koefisien dan kelinearannya, sehingga banyak cara untuk 

menyelesaikannya. Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk mendapatkan solusi 

persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua dengan metode variasi parameter 

pada sistem gerak paksa pada pegas. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa 

metode variasi parameter dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

diferensial linear nonhomogen orde dua pada sistem gerak paksa pada pegas 

 

Kata Kunci : Variasi Parameter, Persamaan Diferensial Linear, Sistem Gerak 

Paksa Pada Pegas.  
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ABSTRACT 

SOLUTION OF NONHOMOGENEOUS SECOND ORDER DIFFERENTIAL 

EQUATIONS BY VARIATION PARAMETER IN THE FORCED MOTION 

SYSTEM IN THE SPRING 

By 

BELLA GRACE SARA LUBIS  

F1A016024 

Differential equation are equation involving one or more function (independent 

variables) and their derivatives with one or more independent variables involved. 

There are two differential equations is ordinary differential equations (ODE) and 

partial differential equations (PDE). The type of differential can be seen from its 

shape, order, coefficient and continuity, so there are many ways to solve it. The 

porpuse of this research is to get solution of equation differential linear nonhomogen 

two order with parameter variation on system forced motion on spring. The result of 

this study indicate that the method of parameter variation can be used to solve the 

second order nonhomogen linear differential equation in a forced motion system on 

a spring.  

 

Keywords : Variation Parameter, Linear Differential Equation, Spring Forced 

Motion System     

                



BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Dalam perkembangan dan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi, 

ilmu matematika sangat diperlukan dalam pemecahan masalah. Kemajuan 

teknologi yang sangat mengagumkan ini tidak mungkin dapat terjadi tanpa 

bantuan matematika. Peran utama matematika yaitu memberikan cara berfikir 

yang jelas, logis, tepat dan konsisten sebagai sarana pengembangan ilmu 

pengetahuan. Seiring perkembangan zaman, ilmu matematika berkembang dan 

hadir sebagai hal yang mendasar dan perlu dipelajari pada setiap disiplin ilmu. 

Dalam suatu fenomena yang semakin kompleks maka perlu adanya metode 

penyelesaian agar suatu permasalahan dapat terselesaikan.  

Salah satu model matematika yang cukup penting adalah persamaan 

diferensial. Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu 

variabel atau lebih yang menghubungkan fungsi itu sendiri dan turunannya dalam 

berbagai orde. Berdasarkan jumlah variabel bebasnya persamaan diferensial 

dibagi menjadi dua kelompok, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan 

diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang hanya 

mempunyai satu variabel bebas, sedangkan persamaan diferensial parsial adalah 

persamaan yang mempunyai lebih dari satu variabel bebas. 

 Persamaan diferensial banyak diterapkan dalam berbagai bidang sains dan 

teknologi, seperti dalam bidang fisika yaitu sistem gerak paksa pada pegas. Sistem 

gerak paksa pada pegas adalah suatu gerakan yang dipengaruhi oleh gaya 

eksternal dan dilakukan secara berulang dari suatu benda, dimana setelah



menempuh selang waktu tertentu benda tersebut akan kembali kedalam posisi 

kesetimbangannya. Pada permasalahan model matematika pada sistem gerak 

paksa pada pegas dapat diselesaikan dengan menggunakan Persamaan diferensial 

linear nonhomogen, karena didalam sistem gerak paksa pada pegas dipengaruhi 

oleh gaya eksternal. Gaya eksternal adalah gaya pada sistem yang dilakukan oleh 

benda dari luar.  

Persamaan diferensial biasa dapat dibedakan menjadi 2 jenis yaitu 

persamaan diferensial linear homogen dan persamaan diferensial linear 

nonhomogen. Untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear nonhomogen 

dapat dilakukan dengan beberapa metode di antaranya adalah metode koefisien 

konstan dan metode variasi parameter. Metode koefisien konstan  adalah metode 

untuk menentukan penyelesaian khusus persamaan diferensial linear nonhomogen 

dengan koefisien konstan. Metode koefisien konstan hanya dapat digunakan jika 

fungsi      di ruas kanan adalah berupa polinom, fungsi trigonometri, fungsi 

eksponen atau penjumlahan dan perkalian dari fungsi eksponen dan fungsi 

trigonometri. Metode variasi parameter adalah metode untuk menentukan 

penyelesaian khusus persamaan diferensial linear nonhomogen dengan koefisien 

variabel. Prinsip metode ini adalah mengubah variabel konstanta menjadi variasi 

parameter (Herdiana, 2011). 

Penyelesaian persamaan diferensial linear nonhomogen dengan koefisien 

konstan telah diteliti oleh Sari (2012) dengan menggunakan metode Predictor-

Corrector dan memperoleh solusi secara numerik. Pada penelitian ini peneliti 

membahas solusi  persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua dengan 

metode variasi parameter.  
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan  latar belakang yang telah diuraikan, maka permasalahan 

yang dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana solusi persamaan diferensial 

linear nonhomogen orde dua dengan metode variasi parameter pada sistem gerak 

paksa pada pegas.  

1.3  Tujuan Penelitian  

Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui solusi persamaan 

diferensial linear nonhomogen orde dua dengan metode variasi parameter pada 

sistem gerak paksa pada pegas. 

1.4 Manfaat Penelitian  

Manfaat dari penelitian ini bagi peneliti adalah mengetahui bagaimana 

solusi persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua dengan metode variasi 

parameter. Manfaat bagi pembaca adalah memberikan wawasan dan pengetahuan 

bahwa persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua dapat diselesaikan 

dengan metode variasi parameter.   

1.5  Sistematika Penulisan  

Sistematika penulisan skripsi dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

BAB I    :    PENDAHULUAN  

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat 

penelitian, dan sistematika penelitian. 
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BAB II   :   LANDASAN TEORI 

Menjelaskan beberapa teori persamaan diferensial, persamaan   

diferensial biasa, sistem gerak paksa pada pegas dan  metode variasi 

parameter.  

BAB III   :  TELADAN DAN PENERAPAN 

Menjelaskan hasil dan teladan yang dilakukan peneliti dalam 

penelitian ini. 

BAB IV   :  KESIMPULAN DAN SARAN 

Pada bab ini berisi kesimpulan dan saran dari seluruh pengerjaan 

skripsi ini. 

DAFTAR PUSTAKA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

2.1   Persamaan Diferensial Biasa 

   Persamaan diferensial adalah persamaan yang menyangkut turunan fungsi 

dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas. 

Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah suatu persamaan  diferensial yang 

melibatkan hanya satu variabel bebas. Jika diambil      sebagai suatu fungsi satu 

variabel, dengan   dinamakan variabel bebas dan   dinamakan variabel terikat, 

maka suatu persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk :  

    (              )                                                        (2.1)   

                                            (Munir, 2010) 

  Pada persamaan diferensial terdapat orde dan derajat. Orde persamaan 

diferensial adalah turunan  tertinggi dari persamaan tersebut. Derajat atau pangkat 

dari suatu persamaan diferensial adalah pangkat tertinggi dari turunan tertinggi 

suatu persamaan diferensial (Finizio dan Ladas, 1988). 

2.2  Persamaan Diferensial Linear Homogen  

  Bentuk umum Persamaan Diferensial Linear (PDL) orde   adalah : 

         
   

            
     

              
  

  
                               (2.2) 

dengan,                adalah fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang  

   serta          Persamaan Diferensial (PD) disebut linear, jika memenuhi 

kriteria sebagai berikut: 

1. Tidak terdapat perkalian antara variabel terikat dengan turunannya. 

2.  Peubah tak bebas dan turunannya paling tinggi pangkat satu.  
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3. Variabel terikat   dan semua turunannya   ,             adalah derajat satu. 

4. Koefisien             dari   ,             hanya bergantung pada variabel 

bebas   . 

 Persamaan differensial linear homogen merupakan suatu persamaan jika 

pada ruas kiri persamaan tersebut hanya mengandung variabel terikat beserta 

turunannya, sedangkan pada ruas kanan yang tersisa hanya nol                            

(Kusumah, 1989).  Bentuk umum persamaan diferensial linear homogen orde   

adalah : 

     
   

            
     

              
  

  
                                     (2.3) 

dengan,                adalah fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang 

    serta         untuk setiap     (Zill, 2013). 

Teorema 2.2.1 (Solusi umum Persamaan Diferensial Linear Homogen). (Zill, 

2013) Misalkan                menjadi solusi dari persamaan diferensial linear 

homogen orde   pada Persamaan (2.3) dalam interval  . Maka solusi umum dari 

persamaan pada interval   adalah : 

                                            (2.4) 

dengan,               adalah konstan. 

2.2.1  Penyelesaian Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde Dua 

 Pada kasus persamaan diferensial linear homogen kerap kali terjadi 

kesulitan pada penyelesaiannya, sehingga metode numerik merupakan solusi 

untuk menyelesaikan permasalahan tersebut. Penyelesaian persamaan diferensial 

linear homogen dapat diselesaikan secara eksak yaitu dengan persamaan kuadrat 

(Afri, 2019). Bentuk umum persamaan kuadrat adalah : 
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           dengan          serta                       (2.5) 

dengan,     adalah koefisien,   adalah konstanta dan   adalah variabel. Untuk 

mencari akar-akar persamaan kuadrat dapat digunakan dengan beberapa metode 

salah satunya dengan menggunakan rumus    . Bentuk rumus     untuk 

menyelesaikan akar-akar persamaan kuadrat pada Persamaan (2.5) adalah : 

    
    √      

  
 = 

    √ 

  
    dan      

    √      

  
 = 

    √ 

  
 

Kemungkinan nilai    dan     bergantung dari nilai  , yaitu : 

a. Bila     maka       (akar real dan berbeda) 

Jika akar-akar persamaan karakteristik adalah real dan semuanya berbeda, 

maka solusi persamaan                  merupakan bilangan real dan 

berbeda. Misalkan            ,                           adalah 

solusi dari persamaan diferensial (PD), maka solusi umum persamaan 

diferensial (PD) adalah :  

                                    

                    
        

          
          (2.6) 

b. Bila     maka       merupakan bilangan kompleks (imajiner)  

Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar kompleks, maka akar-akar 

kompleks tersebut mempunyai bentuk     . Misalkan          dan 

         dimana   dan     dan       , sehingga solusi umumnya 

adalah :  

               
             

                                       (2.7) 

c. Bila     maka       (akar real dan sama) 

Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar yang sama, maka solusi  

umumnya tidak lagi mempunyai bentuk seperti Persamaan (2.6),  
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tetapi mempunyai bentuk berikut                              , dengan 

     , maka kita hanya memperoleh satu solusi yaitu            , 

sehingga solusi umumnya adalah : 

                               

                  
         

                                 (2.8) 

                         (Zill, 2013) 

2.3  Persamaan Diferensial Linier Nonhomogen 

 Bentuk umum persamaan diferensial linear nonhomogen orde   seperti 

pada persamaan (2.2) yaitu : 

     
   

            
     

              
  

  
                           

dengan,                adalah fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang  

   serta        . 

Teorema 2.3.1 (Solusi umum Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen). (Zill, 

2013) Misalkan   menjadi solusi khusus dari persamaan diferensial orde ke-  

nonhomogen (2.2) pada interval  , dan misalkan               menjadi solusi dari 

persamaan diferensial homogen (2.3) pada interval   .Maka solusi umum dari 

persamaan pada interval   adalah : 

                                                                       (2.9) 

dengan            adalah solusi dari Persamaan (2.3) pada interval  , 

    adalah solusi partikular dan              adalah konstan. 

2.3.1  Persamaan Diferensial Linear Orde Satu  

 Bentuk umum dari PD linear orde satu adalah : 

                   
                                                                                 (2.10) 
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dapat ditulis kedalam bentuk standarnya adalah : 

                                   (2.11) 

              (Zill, 2013) 

2.3.2  Persamaan Diferensial Linear Orde Dua 

 Bentuk umum dari PD linear orde dua adalah : 

                      
         

                                                           (2.12)  

dapat ditulis kedalam bentuk standarnya adalah : 

                                                                                                (2.13) 

dengan,            dan      adalah kontinu di interval   dan pada Persamaan 

(2.12) koefisien                   dan   adalah fungsi-fungsi dari   (Zill, 2013) 

2.4    Metode Variasi Parameter 

 Metode variasi parameter merupakan metode untuk menentukan 

penyelesaian khusus persamaan diferensial linear (PDL) nonhomogen dengan 

koefisien variabel. Penyelesaian umum persamaan diferensial linear nonhomogen 

orde dua pada Persamaan (2.12) adalah  

                                                                           (2.14) 

Dimana,                      dan    adalah penyelesaian khusus pada 

persamaan diferensial nonhomogen. Prinsip metode variasi parameter ini adalah 

mengubah variabel konstanta  dengan variasi parameter. Misal pada persamaan 

diferensial linear nonhomogen orde dua konstanta    dan    pada solusi umum PD 

homogen                      pada Persamaan (2.4) diubah dengan variasi 

parameter     dan   , sehingga solusi khusus persamaan diferensial nonhomogen 

adalah : 
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                                               (2.15) 

dengan,       dan       fungsi dari  , dan       dan       adalah fungsi-fungsi 

penyelesaian homogen. Selanjutnya, untuk memperoleh fungsi       dan       

terlebih dahulu lakukan penurunan dua kali pada Persamaan (2.15) sehingga, 

                                   (2.16) 

  
       

                                                     (2.17) 

Substitusikan Persamaan (2.15), (2.16) dan (2.17) kedalam Persamaan (2.13) 

sehingga diperoleh : 

  
          

           [  
      

     ]    [  
      

     ]     
   

                                                                 [    
       ]  

                                                                        (2.18) 

Dua suku pertama   
      

      dan   
      

      adalah nol, karna    

dan    adalah solusi dari persamaan homogen sehingga, 

  
          

         
 

  
[     ]  

 

  
[     ]   [    

       ]         

                                                           

                                
 

  
[    

       ]   [    
       ]         

                                                                

Sehingga diperoleh  

                         
       

      

                 
        

           (2.19) 

atau dapat diberikan dalam bentuk  

  
   

  

 
  

        

 
 dan   

   
  

 
  

        

 
     (2.20)  

dengan demikian, fungsi    dan    persamaan diberikan oleh : 

                        ∫
  

 
  dan     ∫

  

 
                   (2.21) 
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dimana     |
    

  
   

 | ,      |
   

      
 |,       |

   

  
     

|    (2.22) 

              (Zill, 2013) 

2.5  Masalah Nilai Awal  

Masalah nilai awal adalah sebuah masalah yang melibatkan satu atau lebih 

fungsi yang tidak diketahui beserta turun-turunannya dalam sebuah persamaan 

yang memenuhi syarat awal yang diberikan. Untuk menentukan solusi tunggal 

dari persamaan orde kedua adalah dengan menspesifikasikan dua kondisi atau 

syarat yang dinamakan syarat awal, yaitu          dan           pada 

sebuah titik. Dengan    merupakan nilai   yang diberikan, sedangkan    dan    

merupakan konstanta yang diberikan (Tung, K.K, 2013). 

2.6  Sistem Gerak Paksa Pada Pegas  

Getaran dapat didefinisikan sebagai gerak bolak-balik sebuah benda yang 

terjadi secara periode atau berkala pada selang waktu yang tetap. Gerak benda 

yang terjadi secara periodik biasanya disebut sebagai gerak harmonik. Salah satu 

contoh yang sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari adalah gerak getaran 

pada pegas. Gerak getaran pada pegas dapat terjadi jika terdapat gaya yang 

bekerja pada pegas tersebut atau dapat disebut dengan gaya luar (Daufik, 1999).   

Sistem gerak pegas sederhana diilustrasikan dengan benda bermassa   

yang tergantung pada suatu pegas. Jika benda itu ditarik kebawah (kearah positif) 

secara vertikal pada jarak tertentu dan kemudian dilepaskannya, maka benda itu 

bergerak secara vertikal (naik-turun). Berikut model sistem gerak benda pada 

pegas sederhana : 
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Gambar 2.1. Osilasi dari sebuah pegas dan sebuah massa 

Untuk menentukan persamaan gerak sistem mekanis tersebut, perlu 

diperhatikan semua gaya yang bekerja pada benda itu selama pergerakannya 

yaitu:  

a. Gaya gravitasi      

      

dimana   merupakan massa benda dan   adalah percepatan gravitasi 

           ⁄   

b. Gaya pegas pada benda      

Menurut Hukum Hooke: “ Jika gaya tarik yang diberikan pada sebuah pegas 

tidak melampaui batas elastis bahan maka pertambahan panjang pegas 

berbanding lurus atau sebanding dengan gaya tariknya”, dan dapat ditulis 

sebagai berikut:  

                                                                                                        (2.23) 
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dimana,   adalah konstanta pegas dan   adalah pertambahan panjang pegas. Jika  

  positif (pegas ditarik) maka    menjadi negatif (arah keatas) tetapi jika   negatif 

(pegas ditekan) maka    menjadi positif (arah kebawah).  

Dalam keadaan tidak bergerak (diam) gaya gravitasi dan gaya pegas dalam 

keadaan setimbang mempunyai resultan gaya yaitu nol.  

                                                                                           (2.24) 

dimana    adalah perubahan panjang pegas pada saat benda dalam keadaan diam, 

yang disebut dengan posisi kesetimbangan statis.  

c. Gaya gesek / peredam (    

Gaya gesek pada kecepatan rendah diaproksimasi sebanding dengan kecepatan 

benda itu, yang berarti bahwa : 

                                         
  

  
  dengan                                             (2.25)            

Konstanta   dinamakan konstan peredam. Konstanta kesebandingan    negatif 

karena gaya gesek beraksi dalam arah yang berlawanan dengan gerak.  

                  (Bronson, 2013) 

d. Gaya eksternal (    

Diamsumsikan bahwa gaya ekternal    bergantung hanya pada waktu   dan 

tidak pada   atau   , ditulis sebagai       

Menurut Hukum II Newton, yaitu  

                                                                                                          (2.26) 

dimana   adalah massa,   adalah waktu dan    adalah total gaya yang bekerja 

pada benda. Dari Persamaan (2.26) dan (2.23) diperoleh persamaan sebagai 

berikut: 

                                                                                                                     (2.27) 
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atau dapat dituliskan : 

                                                           
   

   
                                                     (2.28) 

                                                           
   

   
                                                  (2.29) 

Jika     
 

 
, maka Persamaan  (2.29) dapat juga dituliskan sebagai berikut : 

                                                     
    

   
                                                  (2.30) 

Persamaan (2.30) merupakan persamaan diferensial dengan solusi sebagai berikut: 

                                             atau                                 (2.31) 

  adalah posisi perpindahan partikel terhadap waktu     Apabila tidak ada gaya 

gesek maka pegas akan terus berosilasi tanpa berhenti. Gaya gesek suatu benda 

dipengaruhi oleh kondisi permukaan benda terhadap permukaan benda lain, 

seperti kekasaran permukaan. Gaya gesek dibagi menjadi dua jenis yaitu gaya 

gesek statis dan gaya gesek dinamis. Selanjutnya, diasumsikan bahwa gaya gesek 

pada sistem massa pegas adalah linear dan dipengaruhi oleh kecepatan. Total gaya 

yang bekerja pada massa   dalam sistem teredam adalah 

                                     ∑                                               (2.32) 

                                           
  

  
  

   

   
                                                       (2.33) 

                                       
   

   
  

  

  
                                        (2.34) 

dengan   adalah konstanta redaman dan    
 

 
  atau   

 

  
  adalah koefisien 

redaman. Jika    
 

  
  maka Persamaan (2.34) dapat dituliskan kembali dalam 

bentuk: 

                                             
   

   
   

  

  
                                                   (2.35) 
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Persamaan (2.35) merupakan persamaan diferensial orde dua dengan dua akarnya 

sebagai berikut : 

                                                      √   
                                            (2.36) 

Solusi pendekatan Persamaan (2.35) adalah 

a. Jika   
       maka solusi pendekatan persamaanya yaitu : 

            
        

    atau  

             (     (  √      
 )        (  √      

 ) )    (2.37) 

b. Jika   
       maka solusi pendekatan persamaanya yaitu : 

            
         

    atau  

                    )                   (2.38) 

c. Jika   
       maka solusi pendekatan persamaanya yaitu : 

             (     (  √      
  )        (  √      

  ) )  (2.39) 

  adalah posisi perpindahan partikel terhadap waktu   yang mengalami osilasi 

teredam, sehingga total gaya yang bekerja pada massa   dalam sistem teredam 

paksa : 

                                      
   

   
   

  

  
                                                  (2.40) 

dengan      adalah gaya luar dan adalah gaya redaman. Dengan 

mempertimbangkan gaya pemulih linier dan gaya peredam selain gaya penggerak 

maka Persamaan (2.40) dapat dituliskan sebagai berikut : 

                                         
   

   
   

  

  
                                                (2.41) 

                                        
    

   
   

  

  
   

                                             (2.42) 

Dari Persamaan (2.42) diperoleh solusi partikularnya yaitu : 
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√       
 
     

                                                 (2.43)         

                                           √                             (2.44)                          

Solusi umum untuk gerak harmonik teredam paksa adalah 

                                     
 

√       
 
     

                       (2.45) 

  adalah posisi perpindahan partikel terhadap waktu   yang mengalami osilasi 

teredam terpaksa. Jika suatu  sistem tidak mengalami gaya redaman maka 

diperoleh solusi persamaan gerak paksa pada pegasnya adalah : 

                                                                                                   (2.46) 

                              (Young, Roger. 2002) 

 

 

 

 

 



BAB III 

TELADAN DAN PENERAPAN 

 

Pada bab ini dibahas solusi persamaan diferensial linear nonhomogen orde 

dua dengan metode variasi parameter pada sistem gerak paksa pada pegas, Solusi 

persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua diselesaikan dengan 

menjumlahkan solusi persamaan diferensial linear homogen dengan solusi khusus 

persamaan diferensial linear nonhomogen. Pada bab ini diberikan lima teladan 

penerapan persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua pada sistem gerak 

paksa pada pegas.  

3.1 Penyelesaian Sistem Gerak Paksa pada Pegas dengan Metode Variasi 

Parameter 

Teladan penerapan ini diambil dari Zill (2013). 

Kasus 1:  Sebuah massa sebesar 14,59 gram melekat pada pegas dengan 

konstanta pegas        . Awalnya, massa di lepaskan sejauh 1 ft dibawah posisi 

kesetimbangan dengan kecepatan        ke bawah, dan gerakan selanjutnya 

berlangsung dalam media yang ditawarkan pada kekuatan redaman yang sama 

dengan 2 kali kecepatan sesaat.  

a) Tentukan persamaan gerak jika massa didorong dengan kekuatan eksternal 

sebesar                     

b) Grafik solusi pada sumbu koordinat yang sama 

Penyelesaian: 

a. Misalkan   adalah sebuah massa yang melekat pada pegas dengan   adalah  

konstanta pegas dan    adalah konstanta redaman. Hukum Newton II untuk  
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kasus 1 ini adalah seperti pada Persamaan (2.40) 

   

   
   

  

  
            

dengan       adalah perpindahan dari posisi kesetimbangan. Diketahui pada kasus 

1         gram,     lb/ft,     , dan                      seperti 

gambar di bawah ini.  

 
Gambar 3.1 Model Sistem Gerak Paksa pada Pegas dalam Kasus 1 

 

Untuk mencari nilai dari    dan   gunakan rumus    
 

  
 

 

      
       dan 

  
 

  
 

 

      
      , oleh karena itu bentuk persamaan diferensial pada kasus 

1 adalah  

 
   

   
      

  

  
                                                                     (3.1) 

Dari persamaan (3.1) diketahui                                             (3.1.1) 

Ubah Persamaan (3.1) ke dalam bentuk persamaan diferensial linear homogen 

orde dua yaitu: 

   

   
      

  

  
                                                                                     (3.1.2) 

dan akar-akar persamaan pada Persamaan (3.1.2) yaitu           dan    

        Solusi persamaan diferensial linear homogen adalah,  

            
        

        
           

                                               (3.1.3) 

dengan,            dan               
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Setelah memperoleh solusi persamaan diferensial linear homogen, selanjutnya 

mencari solusi khusus persamaan diferensial linear nonhomogen dengan 

menggunakan metode variasi parameter. Untuk mencari solusi khusus pada 

Persamaan (3.1) digunakan rumus pada Persamaan (2.5) yaitu: 

                   

dimana untuk mencari nilai       digunakan rumus seperti Persamaan (2.21) 

yaitu    ∫
  

 
  dan     ∫

  

 
 , dan untuk mencari nilai         dapat di 

gunakan rumus seperti Persamaan (2.22), sehingga diperoleh nilai 

              yaitu: 

    ∫
  

 
     ∫

                             

              
    

       
  

    
∫              

 

    
∫                 

                                               

    ∫
  

 
     ∫

                            

              
    

       
   

    
∫              

 

    
∫                

                                             

diperoleh nilai        yaitu: 

                   

                                                               ) +  

                                               

                                                                                                  (3.1.4) 
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Solusi umum  persamaan diferensial linear nonhomogen pada sistem gerak paksa 

pada pegas adalah dengan menjumlahkan Persamaan (3.1.3) dan Persamaan 

(3.1.4) yaitu: 

               

       
           

                             

b. Untuk menggambarkan grafik solusi persamaan diferensial pada kasus 1 digunakan  

program Matlab versi 7.8.0.347 (R2009a). Dari nilai         gram,     lb/ft, 

     diperoleh grafik solusi persamaan pada sumbu koordinat yang sama yaitu : 

 
Gambar 3.2. Grafik solusi persamaan pada sumbu koordinat yang sama 

 

 

Kasus 2. Sebuah massa sebesar 14,59 gram melekat pada pegas yang di 

rentangkan sejauh 2 kaki dan kemudian kembali ke posisi awal. Dimulai dari  t = 

0, gaya eksternal yang dimiliki sama dengan              yang diterapkan ke 

dalam sistem pegas. Cari persamaan gerak jika medium yang di sekitarnya 

dipengaruhi oleh adanya gaya redaman yang secara numerik sama dengan 8 kali 

kecepatan sesaat. 

Penyelesaian:   

Misalkan   adalah sebuah massa yang melekat pada pegas dengan   adalah  
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konstanta pegas dan    adalah konstanta redaman. Hukum Newton II untuk  

kasus 2 ini adalah seperti pada persamaan (2.40) 

   

   
   

  

  
           

dengan       adalah perpindahan dari posisi kesetimbangan. Diketahui pada kasus 

2 diatas          gram,     lb/ft,     , dan              seperti gambar 

dibawah ini.  

 
Gambar 3.3 Model Sistem Gerak Paksa pada Pegas dalam Kasus 2 

 

Untuk mencari nilai dari    dan   gunakan rumus    
 

  
 

 

      
   dan 

    
 

  
 

 

      
       , oleh karena itu bentuk persamaan diferensial pada 

kasus 2 adalah  
   

   
       

  

  
                 (3.2) 

Dari Persamaan (3.2) diketahui                       (3.2.1) 

Ubah Persamaan (3.2) kedalam bentuk persamaan diferensial linear homogen orde 

dua yaitu: 

   

   
       

  

  
            (3.2.2) 

dan akar-akar persamaannya yaitu       dan             Solusi persamaan 

diferensial linear homogen adalah,  

             (     (  √      
  )        (  √      

  ) ) 
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                                                    (3.2.3) 

dengan,                 dan                  

Setelah memperoleh solusi persamaan diferensial linear homogen, selanjutnya 

mencari solusi partikular persamaan diferensial linear nonhomogen dengan 

menggunakan metode variasi parameter. Untuk mencari solusi partikular pada 

Persamaan (3.2) digunakan rumus pada Persamaan (2.5) yaitu: 

                    

dimana untuk mencari nilai       digunakan rumus seperti Persamaan (2.21) 

yaitu      ∫
  

 
  dan     ∫

  

 
 , dan untuk mencari nilai         dapat 

digunakan rumus seperti Persamaan (2.22), sehingga diperoleh nilai 

            adalah : 

      ∫
  

 
     ∫

                     

    
    

           
 

    
∫                     

                                          

      ∫
  

 
     ∫

                     

    
    

          
 

    
∫                        

                                      

diperoleh nilai        yaitu: 
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                                                         (3.2.4) 

Solusi umum  persamaan diferensial linear nonhomogen pada sistem gerak paksa 

pada pegas adalah dengan menjumlahkan Persamaan (3.2.3) dan Persamaan 

(3.2.4) yaitu: 

         

                                                                        

                                               

Kasus 3: Ketika massa 2    melekat pada pegas yang konstanta pegasnya adalah 

        dan kemudian berhenti pada posisi awal. Dimulai dari    , dengan gaya  

eksternalnya adalah                 . Tentukan persamaan gerak tanpa adanya  

gaya redaman. Tulis persamaan gerak dalam bentuk                        

         . Berapakah getaran amplitudonya?  

Penyelesaian:  

Misalkan   adalah sebuah massa yang melekat pada pegas dengan   adalah 

konstanta pegas dan    adalah konstanta redaman. Hukum Newton II untuk kasus 3 

ini adalah seperti pada Persamaan (2.30) 

   

   
          

dengan       adalah perpindahan dari posisi kesetimbangan. Diketahui pada kasus 

3      kg,         , dan                  seperti gambar dibawah ini.  
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Gambar 3.4 Model Sistem Gerak Paksa pada Pegas dalam Kasus 3 

 

 

Untuk mencari nilai dari    dan   gunakan rumus    
 

  
 

  

  
    dan 

    
 

  
 

 

  
   , oleh karena itu bentuk persamaan diferensial pada kasus 3 

adalah   
   

   
                                        

(3.3) 

dengan                dengan     
 

  
 dan    

 

  
 .  

Dari Persamaan (3.3) diketahui                         (3.3.1) 

Ubah Persamaan (3.3) kedalam bentuk persamaan diferensial linear homogen orde 

dua yaitu: 

   

   
                (3.3.2) 

diperoleh  akar-akar persamaannya yaitu       dan      . Untuk mencari 

solusi umum persamaan diferensial linear orde dua dilakukan dengan 

menjumlahkan solusi partikular dengan solusi persamaan diferensial linear 

homogennya seperti yang ditunjukkan Persamaan (2.14), sehingga solusi 

persamaan diferensial linear homogennya yaitu,  

            
        

        
       

        (3.3.3) 

dengan,         dan          
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Setelah memperoleh solusi persamaan diferensial linear homogen, selanjutnya 

mencari solusi partikular persamaan diferensial linear nonhomogen dengan 

menggunakan metode variasi parameter. Untuk mencari solusi partikular pada 

Persamaan (3.3) digunakan rumus pada Persamaan (2.5) yaitu: 

                   

dimana untuk mencari nilai       digunakan rumus seperti Persamaan (2.21) 

yaitu      ∫
  

 
  dan     ∫

  

 
 , dan untuk mencari nilai         dapat 

digunakan rumus seperti Persamaan (2.22), sehingga diperoleh nilai 

            adalah : 

    ∫
  

 
     ∫

              

  
    

   

  
∫            

          
  

  
          

  

  
             

    ∫
  

 
    ∫

            

  
    

   

 
∫           

         
  

  
         

  

  
            

diperoleh nilai        yaitu: 

                   

            (  
  

  
          

  

  
          )       

 ( 
  

  
         

  

  
         )        

              
  

  
          

  

  
             

  

  
            

               
   

   
                   (3.3.4) 
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Solusi umum persamaan diferensial linear nonhomogen yaitu dengan 

menjumlahkan Persamaan (3.3.3) dan Persamaan (3.3.4) yaitu: 

         

        
       

       
  

  
          

  

  
            

  

  
          

         
  

  
           

Selanjutnya, jika bentuk persamaan geraknya                 

              , maka haruslah dicari nilai   atau amplitudo, dimana  

   √        seperti pada Persamaan (2.44) maka diperoleh nilai   adalah: 

    √        √( 
 

 
)
 

 (
 

 
)
 

  √
  

  
  

√  

 
 

Kasus 4 : Massa 100 gram melekat pada pegas yang konstanta pegasnya adalah 

600 dynes / cm. Setelah massa mencapai kesetimbangan, diperoleh gaya luar 

sebesar           , dimana h menunjukkan perpindahan dari posisi awal. 

 
Gambar 3.5. Gaya luar osilasi 

a) Jika tidak ada redaman, tentukan persamaan gerak jika massa dimulai dari 

posisi awal kesetimbangan. 
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b) Pada waktu keberapa massa melewati posisi kesetimbangan ? 

c) Buat grafik persamaan gerak 

Penyelesaian: 

a. Misalkan   adalah sebuah massa yang melekat pada pegas dengan   adalah  

konstanta pegas dan    adalah konstanta redaman. Hukum Newton II untuk  

kasus 4 ini adalah seperti pada Persamaan (2.30) 

   

   
          

dengan       adalah perpindahan dari posisi kesetimbangan. Diketahui pada kasus 

2 diatas        gram,                dan             . Untuk mencari 

nilai dari    dan   gunakan rumus    
 

  
 

   

    
   dan     

 

  
 

 

    
   , 

oleh karena itu bentuk persamaan diferensial pada kasus 4 adalah  

   

   
                      (3.4) 

Dari Persamaan (3.4) diketahui                  (3.4.1) 

Ubah Persamaan (3.4) kedalam bentuk persamaan diferensial linear homogen orde 

dua yaitu: 

   

   
                 (3.4.2) 

diperoleh  akar-akar persamaannya yaitu         dan        . Untuk mencari 

solusi umum persamaan diferensial linear orde dua dilakukan dengan 

menjumlahkan solusi partikular dengan solusi persamaan diferensial linear 

homogennya seperti yang ditunjukkan Persamaan (2.14), sehingga solusi 

persamaan diferensial linear homogennya adalah,  

            
        

        
          

            (3.4.3) 
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dengan,           dan              

Selanjutnya untuk mencari solusi partikularnya digunakan rumus pada Persamaan 

(2.15) yaitu                    

dimana untuk mencari nilai       digunakan rumus seperti Persamaan (2.21) 

yaitu    ∫
  

 
  dan     ∫

  

 
 , dan untuk mencari nilai         dapat 

digunakan rumus seperti Persamaan (2.22), sehingga diperoleh nilai 

              yaitu: 

    ∫
  

 
     ∫

              

    
    

 

   
∫                 

                                                 

    ∫
  

 
     ∫

            

    
    

  

   
∫               

                                                

diperoleh nilai        yaitu: 

                   

                                                               

                                                  

                                   (3.4.4) 

Solusi umum persamaan diferensial linear nonhomogen yaitu menjumlahkan 

Persamaan (3.4.3) dan Persamaan (3.4.4) yaitu: 

         

        
          

                  

Persamaan gerak tanpa adanya gaya redaman dan dimulai dari posisi 

kesetimbangan adalah: 
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         ,                dengan             

b).  Jika    
  

      
         maka ,   

  

 
 dengan            

c). Untuk menggambarkan grafik solusi persamaan diferensial pada kasus 4 

digunakan program Matlab versi 7.8.0.347 (R2009a). Dari nilai       gram, 

              ,     diperolehlah grafik solusi persamaan pada sumbu 

koordinat yang sama yaitu : 

 
                                                 Gambar 3.6. Grafik persamaan gerak  

 

 

Kasus 5:  a) Tunjukkan solusi umum dari persamaan berikut: 

   

   
  

  

  
                

dengan,      dan 

             (√        )   
  

√             
            dimana 

   √         dan  sudut fase   dan   adalah masing-masing didefinisikan 

oleh      
  

 
       

  

 
  dan 
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√             
 

     
     

√             
 

(b) Solusi pada bagian (a) didapat dengan bentuk                  dan 

solusinya adalah                       dengan       
  

√             
 

Meskipun amplitude      terhadap       dibatasi oleh      tunjukkan bahwa 

osilasi maksimun akan terjadi pada     √        . Apa nilai dari maksimun 

 ? Pada 
√         

  
 dapat dikatakan resonasi frekuensi pada sistem. 

(c) Ketika                

      
  

√           
 

Buat tabel    dan       yang sesuai dengan koefisien redaman           

 

 
   

 

 
 dan   

 

 
   

Penyelesaian :  

(a)   Akan ditunjukkan solusi umum dari persamaan dibawah ini adalah  

   

   
  

  

  
               

   

   
  

  

  
             

Selanjutnya,cari akar-akar persamaannya seperti pada Persamaan (2.36)  sehingga 

menjadi : 

         √   
      

             √   
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diperoleh akar-akar persamaannya yaitu            √   
     . Untuk 

mencari solusi umum persamaan diferensial linear orde dua dilakukan dengan 

menjumlahkan solusi partikular dengan solusi persamaan diferensial linear 

homogennya seperti yang ditunjukkan Persamaan (2.14), sehingga solusi 

persamaan diferensial linear homogennya adalah,   

        
        √             

        √         

                √            

dengan,     √        ,      
  

 
       

  

 
  dan          √        , 

        √        , selanjutnya untuk mencari solusi partikular dilakukan : 

              

Untuk memperoleh nilai    dan    dilakukan pengintegralan seperti persamaan 

(2.21) yaitu: 

    ∫
  

 
     ∫

    √                

   

 √        

    

       
 

  
∫√           √                     

          √          
  

 
     √           |      | 

    ∫
  

 
     ∫

   √                

   

 √        

    

       
 

  
∫√           √                     

          √          
  

 
     √           |      | 

Selanjutnya cari nilai partikularnya  
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 (   √          
  

 
     √           |      |) 

           (     √        )        √          
  

 
     √         

  |      |  (     √        ) 

     √            
  

 
     √              √         

   |      |      √          
  

 
     √          

     √           |      | 

       
    

     

             
           

        

             
          

       
  

√             
             

Solusi umum persamaan diferensial linear nonhomogennya adalah : 

         

               √            
  

√             
             

dengan,  

     

        
             

  

√             

  
    

√             
 

     

    
     

             

  

√             

  
     

√             
 

(b) Jika         maka              , oleh karena itu diperoleh     

atau    √      . Turunan pertama dari   menunjukkan bahwa   adalah 
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nilai maksimun pada   √      . Maka nilai maksimun   adalah:  

 (√      )   
  

  √     
 

(c)  Dengan              maka diperoleh       
 

 
  ,    

 

 
 dan 

   √       √  
  

 
  dengan       Dibawah ini akan diberikan tabel 

pada    dan       yang sesuai dengan koefisien redaman           

 

 
   

 

 
 dan   

 

 
   

Tabel 1. Nilai untuk                  

                                

     2.00       1.41      0.58 

    1.00      1.87      1.03 

    0.75      1.93      1.36 

    0.50      1,97      2.02 

    0.25      1,99      4.01 

 

 



BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

4.1  Kesimpulan 

    Berdasarkan  hasil penelitian terhadap beberapa kasus persamaan diferensial  

linear nonhomogen orde dua dengan metode variasi parameter pada sistem gerak 

paksa pada pegas maka metode variasi parameter dapat digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua pada sistem 

gerak paksa pada pegas dengan melalui langkah-langkah berikut yaitu: (1). 

Mencari nilai dari    dan    dengan mengintegralkan nilai dari      dan   , 

(2). Menyubtstitusikan nilai           dan    kedalam persamaan    

                       , (3). Menyubtstitusikan nilai    dan    kedalam 

persamaan         . 

4.2 Saran  

Berkaitan dengan hasil penelitian, ada beberapa hal yang perlu diperhatikan 

yaitu penelitian ini mengkaji masalah sistem gerak paksa pada pegas dengan 

adanya redaman maupun tidak adanya redaman dan dengan adanya gaya luar pada 

persamaan diferensial linear nonhomogen orde dua. Untuk itu perlu penelitian 

lebih lanjut untuk masalah sistem pegas dengan adanya redaman maupun tidak 

adanya redaman dan dengan adanya gaya luar pada persamaan diferensial linear 

nonhomogen orde yang lebih tinggi.  
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