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RINGKASAN

Near-ring merupakan salah satu perluasan dari ring. Near-ring terbentuk dari ring
dengan melepaskan beberapa aksioma yang berlaku pada ring, diantaranya sifat
komutatif terhadap operasi pertama serta terhadap operasi pertama dan kedua cukup
dipenuhi salah satu sifat distributif kanan atau distributif kiri. Jadi, suatu himpunan
N # @ yang dilengkapi dengan dua operasi biner ' + ' dan '’ yang masing-masing
disebut operasi pertama dan kedua dan dinotasikan dengan (N, +,¢) dikatakan near-
ring jika memenuhi (N, +) grup, (N,) semigrup dan (N, +,¢) berlaku sifat distributif
kanan atau distributif kiri. Dalam teori ring, dikenal istilah ideal yang merupakan
subring dari suatu ring dengan tambahan syarat tertentu. Dalam near-ring juga
terdapat istilah ideal yang didefinisikan berbeda dengan ideal pada ring.  Beberapa
peneliti sebelumnya telah menunjukkan beberapa sifat ideal dalam ring juga berlaku
pada ideal dalam near-ring, meskipun secara definisi kedua ideal ini berbeda. Tujuan
dari penelitian ini adalah untuk menyelidiki apakah beberapa generalisasi sifat ideal
yaitu generalisasi sifat gabungan beberapa ideal dalam ring, sifat ideal terkecil yang
dibangun oleh gabungan beberapa ideal dalam ring dan sifat ideal terkecil yang
dibangun oleh irisan beberapa ideal dalam ring juga berlaku dalam near-ring.
Pelaksanaan kegiatan penelitian diawali dengan mengumpulkan literatur yang
berhubungan dengan ring, near-ring, sifat-sifat ideal pada ring, dan ideal pada near-
ring, kemudian mempelajari sifat-sifat ideal pada ring dan menyelidiki beberapa sifat
ideal pada ring yang juga berlaku pada near-ring. Selanjutnya adalah
menggeneralisasi beberapa sifat ideal yang didapat pada langkah sebelumnya, dan

terakhir adalah menarik kesimpulan.



PRAKATA

Puji syukur kehadirat Allah SWT, karena atas berkat dan rahmat_Nya peneliti
dapat menyelesaikan laporan penelitian mandiri Tahun 2017 Jurusan Matematika
FMIPA Universitas Bengkulu dengan judul : Generalisasi Beberapa Sifat Ideal pada
Ring yang berlaku pada Near-Ring. Penelitian ini bertujuan untuk menggeneralisasi
beberapa sifat ideal pada near-ring berdasarkan pada sifat ideal yang terdapat pada
ring.

Laporan penelitian ini disusun sesuai dengan keterbatasan dan kemampuan
yang peneliti miliki. Peneliti merasakan banyak sekali kekurangan dalam penelitian
ini. Untuk itu peneliti mengharapkan kritik dan saran yang bersifat membangun guna
penyempurnaan laporan penelitian ini kemudian.

Demikianlah laporan ini disusun agar dapat berguna bagi kemajuan kita semua
di masa yang akan datang.

Bengkulu, Desember 2017
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Dalam struktur aljabar, teori ring sudah sangat dikenal dan terus
dikembangkan sehingga menghasilkan struktur-struktur yang baru. Beberapa struktur
yang terbentuk dari ring antara lain: daerah integral (integral domain), lapangan
(field), dan near-ring.

Near-ring merupakan suatu struktur aljabar yang terbentuk dari ring dengan
melepaskan beberapa aksioma yang berlaku pada ring, diantaranya sifat komutatif
terhadap operasi pertama serta terhadap operasi pertama dan kedua cukup dipenuhi
salah satu sifat distributif kanan atau distributif kiri. Jadi, suatu himpunan N # @ yang
dilengkapi dengan dua operasi biner " + ' dan ' « ' yang masing-masing disebut operasi
pertama dan kedua dan dinotasikan dengan (N, +,e) dikatakan near-ring jika
memenuhi (N,+) grup, (N,») semigrup dan (N,+,e) berlaku salah satu sifat
distributif kanan atau distributif Kiri.

Seiring dengan perkembangan zaman, penelitian mengenai near-ring terus
dikembangkan. Tidak hanya pada strukturnya saja, tetapi terus dikembangkan
dengan memadukannya dengan teori-teori lain diantaranya [5] yang meneliti
mengenai ideal fuzzy near-ring, [1] yang melakukan penelitian mengenai ideal
maksimal fuzzy near-ring dan [10] yang meneliti mengenai unit pada near-ring.
Beberapa penelitian mengenai near-ring dapat juga berdasarkan pada sifat-sifat yang
dimiliki dalam ring, diantaranya [10] yang menunjukkan beberapa sifat sederhana
ideal dalam ring juga berlaku pada ideal di near-ring meskipun definisi ideal pada ring

berbeda dengan ideal pada near-ring. [7] menunjukkan Teorema Utama



Homomorphisma dan teorema-teorema pengembangan dari Teorema Utama
Homomorphisma dalam ring juga berlaku pada near-ring, [6] menunjukkan beberapa
sifat ideal lainnya pada near-ring dan [8] menunjukkan sifat-sifat ideal utama dan
ideal maksimal dalam near-ring.. Berdasarkan latar belakang ini, penelitian ini akan
melanjutkan penelitian tentang ideal pada near-ring khususnya mengenai generalisasi

beberapa sifat ideal pada ring yang berlaku pada near-ring.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Grup, Semigrup dan Subgrup Normal

Struktur aljabar yang paling sederhana adalah suatu himpunan yang dilengkapi
dengan satu operasi biner yang disebut grupoid. Apabila ditambahkan sifat assosiatif
dalam grupoid maka akan terbentuk struktur baru yang disebut semigrup. Suatu
semigrup yang dilengkapi dengan sifat memiliki elemen identitas disebut monoid.
Suatu monoid yang setiap elemennya memiliki invers disebut grup. Dalam suatu
grup dapat dibuat grup lain yang juga merupakan grup dengan operasi yang sama
dengan grup tersebut yang disebut subgrup. Suatu subgrup dengan sifat setiap koset
Kirinya sama dengan koset kanannya disebut subgrup normal. Untuk lebih jelas,

diberikan beberapa definisi berikut.

Definisi 2.1. [2], [3], [4]
Suatu semigrup (S, o) adalah suatu himpunan S yang dilengkapi dengan operasi biner
‘o’ yang memenuhi aksioma berikut: (S, 0) assosiatif yaitu (Va,b,c € S) berlaku

(aob)oc=ao(boc)

Definisi 2.2. [2], [3], [4]
Suatu grup (G, o) adalah suatu himpunan G yang dilengkapi dengan operasi biner "o’

yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:
i. (G, o) assosiatif yaitu (Va,b,c € G) berlaku (aob)oc=ao(boc)

ii. (G,0) memiliki elemen identitas yaitu (3 e € G) sehingga (Va € G) berlaku

eoa=aoe =a, edisebutelemen identitas G

iii. (G,0) memiliki invers yaitu (Va € G)((3a’ € G) sehingga berlaku a’'oa =

3



aoa =e, a' disebutinversdari a. Invers dari a biasa ditulis a™*

Selanjutnya suatu grup (G, o) yang memiliki sifat komutatif yaitu (Va,b € G)
berlaku a o b = b o a disebut grup abelian. Dalam tulisan ini, penulisan (G, o) grup
akan dituliskan sebagai G grup.

Contoh grup yang cukup sederhana adalah himpunan bilangan riil R terhadap
operasi penjumlahan atau ditulis (R, +). Hal ini dapat dibuktikan sebagai berikut:

i. Operasi '+ ' merupakan operasi biner dalam R atau (R,+) tertutup. Artinya
penjumlahan dua bilangan riil masih merupakan bilangan riil yaitu (V a,b € R)
berlakua + b € R

ii. (R, +) bersifat assosiatif yaitu (V a, b,c € R) berlaku
(a+b)+c=a+(b+c)

ii. (R, +) memiliki elemen identitas yaitu (3 e = 0 € R) sehingga (Va € R)
berlaku 0 + a = a+ 0 = a, '0’ disebut elemen identitas R

iv. (R, +) memiliki invers yaitu (Vva € R)((3a! = —a € R) sehingga berlaku
(—a)+ a= a+(—a) =0, a! = (—a) disebut invers dari a

Dari (i) — (iv) terbukti bahwa (R, +) grup.

Definisi 2.3. [2], [3], [4]
Misalkan (G, o) adalah grup. Suatu himpunan H # @ C G, dikatakan subgrup G jika
(H, o) grup.

Berdasarkan Definisi 2.3, jika (H, o) subgrup (G, o), maka (H, o) memenuhi
aksioma-aksioma berikut:
i. Operasi ‘o’ merupakan operasi biner dalam H artinya (Va,b € H) berlaku

aob€H

ii. (H, o) bersifat assosiatif yaitu (V a,b,c € H) berlaku (aob)oc =ao (boc)



iii. (H,o0) memiliki elemen identitas yaitu (3 e € H) sehingga (Va € H) berlaku

eoa=aoe=a

iv. (H,0) memiliki invers yaitu (Vva € H)((3a! € H) sehingga berlaku

aloa= aoal=e

Berdasarkan sifat yang dimiliki oleh H € G ini, untuk menunjukkan suatu
himpunan H # @ € G merupakan subgrup G, cukup ditunjukkan syarat (i) dan (iv)
seperti dalam teorema berikut. Hal ini karena sifat assosiatif dan elemen identitas

pada H diwariskan dari sifat assosiatif dan elemen identitas dari G.

Teorema 2.4. [2], [3], [4]
Misalkan (G, o) adalah grup. Suatu himpunan H # @ < G, dikatakan subgrup G jika

dan hanya jika (Va,b € H) berlaku aob€H dana™! € H

Berdasarkan Teorema 2.4, jika a,b € H berlaku aob € H dan b~ € H.
Artinya a,b™! € H. Berdasarkan Definisi 2.3 (i), maka a o b=! € H. Jadi Teorema

2.4 dapat disederhanakan menjadi Teorema 2.5 berikut.

Teorema 2.5.[2], [3], [4]
Misalkan (G, o) adalah grup. Suatu himpunan H # @ C G, dikatakan subgrup G jika

dan hanya jika (V a,b € H) berlaku aob™t € H

Untuk lebih jelasnya, pembuktian Teorema 2.4 dan Teorema 2.5 dapat dilihat
pada [3]. Contoh subgrup adalah himpunan bilangan bulat terhadap operasi
penjumlahan yang ditulis sebagai (Z,+) merupakan subgrup dari (R,+). Hal ini
karena Z € R serta Z dan R merupakan grup terhadap operasi yang sama yaitu

operasi " + ". Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut.



i. Operasi '+ ' merupakan operasi biner dalam Z atau (Z,+) tertutup. Artinya
penjumlahan dua bilangan bulat masih merupakan bilangan bulat yaitu
(Va,b €Z)berlakua+ b € Z

ii. (Z, +) bersifat assosiatif yaitu (V¥ a, b, ¢ € Z) berlaku
(a+b)+c=a+(b+c)

iii. (Z,+) memiliki elemen identitas yaitu (3 e = 0 € Z) sehingga (V a € Z) berlaku
0+ a=a+ 0=a, '0'disebut elemen identitas Z

iv. (Z, +) memiliki invers yaitu (Va € Z)((3 a™! = —a € Z) sehingga berlaku

(—a)+ a= a+(—a) =0, a! = (—a) disebut invers dari a
Karena Z < R dan berdasarkan (i) — (iv) terbukti bahwa (Z, +) adalah subgrup dari

(R, +).

Definisi 2.6. [2], [3], [4]
Misalkan (H, o) subgrup dari grup (G,0). aH = {a o h|h € H} € G dikatakan koset
kiri H yang memuat a, dan Ha = fhoa|lh € H} € G dikatakan koset kanan

H yang memuat a.

Definisi 2.7. [2], [3], [4]
Misalkan H subgrup dari grup G.H dikatakan subgrup normal G jika dan hanya jika

aH = Ha (Va € G).

Berdasarkan Definisi 2.7, jika H subgrup dari grup G dan aH = Ha (Va €

G) maka H subgrup normal G. Perhatikan bahwa:

AH = Ha (VA € G) oot (2.1)

Dengan mengoperasikan a~! dari kanan pada Persamaan (2.1) diperoleh:

aHa ' = Haa™!



AHA™L = H e, (2.2)
Persamaan (2.2) artinya aHa™' € H dan H S aHa™ ! ..o, (2.3)

Berdasarkan Definisi 2.7, Persamaan (2.1), (2.2) dan (2.3) dapat diturunkan

teorema berikut.

Teorema 2.8.[2], [3], [4]
Misalkan (H, o) subgrup dari grup (G,o0). H dikatakan subgrup normal G jika dan

hanya jika berlakuaohoa™ € H (Va € Gdanh € H)

2.2. Ring, Near-ring dan ldeal

Suatu struktur aljabar dapat berkenaan dengan satu himpunan yang dilengkapi
dengan dua operasi biner, yang disebut dengan operasi pertama dan operasi kedua.
Jika suatu himpunan R # @ dan dilengkapi dengan dua operasi biner '+ " dan "e’
yang masing-masing disebut sebagai operasi pertama dan operasi kedua sehingga
berlaku R terhadap operasi pertama merupakan grup abelian, R terhadap operasi
kedua semigrup, dan R terhadap operasi pertama dan kedua bersifat distributif maka
R disebut ring dan ditulis sebagai (R,+,e) ring. Dalam suatu ring (R, +,e), jika
beberapa aksioma dilepas sehingga cukup berlaku R terhadap operasi pertama
merupakan grup, R terhadap operasi kedua semigrup, dan R terhadap operasi pertama
dan kedua cukup dipenuhi salah satu sifat distributif kiri atau kanan maka R disebut
near-ring dan ditulis sebagai (R, +,¢) near- ring. Baik dalam teori ring maupun near-
ring, terdapat suatu himpunan bagian yang juga merupakan ring maupun near-ring
terhadap operasi yang sama dengan ring atau near-ring tersebut yang disebut sub ring
dan sub near-ring. Dengan tambahan syarat tertentu pada subring ataupun sub near-

ring tersebut dapat dibentuk himpunan lain yang dinamakan ideal. Secara definisi,



ideal pada ring berbeda dengan ideal pada near-ring. Untuk lebih jelas, diberikan

beberapa definisi dan teorema berikut.

Definisi 2.9 [2], [3], [4]
Diberikan himpunan R # @. Pada R diberikan dua operasi yaitu '+ ' dan 'e ' yang
masing-masing disebut sebagai operasi pertama dan operasi kedua. R terhadap dua
operasi ini dikatakan ring jika memenuhi:
I. (R,+) grup abelian
Il. (R,») Semigrup
I11.(R, +,e) distributif
i. Distributif kanan yaitu (Va,b,c € R)(a+b)ec=(aec)+ (bec)

ii. Distributif kiri yaitu (Va,b,c ER)ae(b+c) =(aeb)+ (aec)

Himpunan R yang membentuk ring terhadap dua operasi '+ ' dan ‘e’
dinotasikan sebagai (R,+,»). Dalam tulisan ini, penulisan (R,+,e) ring akan
dituliskan sebagai R ring. Contoh ring yang cukup sederhana adalah himpunan
bilangan riil R terhadap operasi penjumlahan dan perkalian atau ditulis (R, +,).
Hal ini dapat dibuktikan sebagai berikut:

I.  Pada sub bab 2.1 telah dibuktikan bahwa (IR, +) membentuk grup abelian.
Il. (R,*) semigrup
i. Operasi ' ' merupakan operasi biner dalam R atau (R,*) tertutup. Artinya
pekalian dua bilangan riil masih merupakan bilangan riil yaitu (V a,b € R)
berlakua « b € R
ii. (IR,*) bersifat assosiatif yaitu (V a,b,c € R) berlaku (aeb)ec=ae (bec)
1. (R, +,¢) distributif

i. Distributif kanan yaitu (Va,b,c € R)(a+b) ec=(aec)+ (bec)



ii. Distributif kiri yaitu (Va,b,c e R)ae(b+c)=(aeb) + (aec)

Dari (1), (1) dan (I11) terbukti bahwa (R, +,¢) merupakan ring.

Definisi 2.10 [2], [3], [4]
Misalkan R ring. S # @ € R dikatakan subring R jika S terhadap operasi yang sama

dengan R juga merupakan ring.

Berdasarkan Definisi 2.10, jika (S,+,e). subring (R,+,»), maka (S,+,e).
memenuhi aksioma-aksioma yang sama seperti yang terdapat dalam ring (R, +,¢)
yatu:

I. (S,+) grup abelian

I1. (S,») Semigrup
I11.(S, +,¢) distributif

i. Distributif kanan yaitu (Va,b,c € S)(a+b)ec=(aec)+ (bec)

ii. Distributif kiri yaitu (Va,b,c € S)ae(b+c) =(aeb) + (aec)

Teorema 2.11.[2], [3], [4]

Misalkan R ring. S # @ € R dikatakan subring R jika (Va, b € S) berlaku:
(i) a+ b tes

(iaeb €S

Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.10, S # @ S R dikatakan subring R jika:

(). (S,+) grup abelian
(ii). (S,») Semigrup
(iii). (S, +,¢) distributif.

Ambil sebarang a, b,c € S. Berdasarkan Teorema 2.5, untuk membuktikan (S, +)

9



grup abelian cukup dengan menunjukkan a+ b™1 €S e, (2.4)
Selanjutnya akan dibuktikan (S,e) Semigrup yaitu (Va,b,c €S) ae<b € S dan

(aeb)ec=ae(bec). Karenaa,b,c €S, S SR dan R ring, maka sifat assosiatif
pada S diwariskan dari sifat assosiatif pada R sehingga (aeb)ec=ae(bec)

(Va,b,c €5).

Jadi tinggal dibuktikan aeb €S (2.5)
Karena S € R dan R ring maka sifat distributif pada S diwariskan dari sifat distributif

pada R sehingga (a + b) ec=(aec)+ (bec) danae(b+c)= (aeb)+ (aec)
(Va,b,c €95).

Jadi terbukti bahwa (S, +,¢) distributif. ..o (2.6)
Dari (2.4), (2.5), dan (2.6) terbukti bahwa untuk menunjukkan S # @ € R subring R

cukup dengan menunjukkan (i) a + b~ € Sdan (ii)aeb € S (Va,b €5). [

Contoh subring adalah himpunan bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan
dan perkalian yang ditulis sebagai (Z, +,») merupakan subring dari (R, +,¢). Hal ini
karena Z € R serta Z dan R merupakan ring terhadap operasi yang sama yaitu

operasi "+ " dan " ". Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut.
I. Pada sub bab 2.1 telah dibuktikan bahwa (Z, +) membentuk grup abelian.
Il. (Z,*) semigrup
i. Operasi '« ' merupakan operasi biner dalam Z atau (Z,e) tertutup. Artinya
pekalian dua bilangan bulat masih merupakan bilangan bulat yaitu (V a,b €
Z) berlakua e b € Z
ii. (Z,*) bersifat assosiatif yaitu (V a,b,c € Z) berlaku (aeb)ec =ae (bec)

1. (Z, +,¢) distributif

i. Distributif kanan yaitu (Va,b,c € Z)(a+ b) ec =(aec)+ (bec)
10



ii. Distributif kiri yaitu (Va,b,c €Z)ae(b+c) =(aeb) + (aec)

Karena Z € R dan dari (1), (I1) dan (1) terbukti bahwa (Z, +,») merupakan subring

(R' +;.)- |

Definisi 2.12 [2], [3], [4]
Misalkan (R, +,¢) ring. I # @ S R dikatakan ideal pada R jika memenuhi:

i.a—bel(Vabel)

ii.aere€ldanrea€l (Va€ldanr €R)

Suatu ideal I yang dibangun oleh adinotasikan dengan <a> merupakan ideal

terkecil yang memuat a. Dalam penjelasan sebelumnya telah ditunjukkan bahwa
(Z, +,%) merupakan subring (R, +,¢). Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa (Z, +,e)
bukan ideal dalam (R, +,e), sebab jika a € Z dan r € R tidak selalu ar € Z dan
ra € Z. Dengan kata lain perkalian bilangan bulat dan bilangan riil tidak selalu
menghasilkan bilangan bulat, sehingga syarai (ii) ideal pada Definisi 2.12 tidak

dipenuhi.

Definisi 2.13 (Lihat [1], [6], [7], [9], [10], [11])
Diberikan himpunan N # @. Pada N diberikan dua operasi yaitu '+ 'dan '« 'yang
masing-masing disebut sebagai operasi pertama dan operasi kedua. N terhadap dua
operasi ini dikatakan near-ring jika memenuhi:
I. (N,+)grup
Il. (N,e) Semigrup
I11. (N, +,¢) berlaku salah satu sifat distributif kanan atau distributif Kiri yaitu
i. Distributif kanan yaitu (Va,b,c € N)(a+ b)ec=(aec)+ (bec) atau

ii.Distributif kiri yaitu (Va,b,c e N)ae(b+c)=(aeb)+ (aec)

11



Himpunan N yang membentuk near-ring terhadap dua operasi '+ ' dan "o’
dinotasikan sebagai (N, +,¢). Dalam tulisan ini, penulisan (N, +,¢) near-ring akan
dituliskan sebagai N near-ring. Berdasarkan Definisi 2.9 dan Definisi 2.13, dapat
disimpulkan bahwa setiap ring merupakan near-ring tetapi tidak setiap near-ring

merupakan ring. Karena itu jelas bahwa (R, +,») merupakan near-ring.

Definisi 2.14. (Lihat [1], [6], [7], [9], [10], [11])
Misalkan N near-ring. S # @ € N dikatakan sub near-ring N jika S terhadap operasi

yang sama dengan N juga merupakan near-ring.

Definisi 2.15. (Lihat [1],[5], [6], [71, [9], [10], [11])
Misalkan (N, +,¢) near-ring. I #= @ < N dikatakan ideal N jika memenubhi:
i. (I,+) subgrup normal (N, +)
ii. NI c1
iii.n+i)em—-—nemel, (Vi eldanm,n € N)
Berdasarkan Definisi 2.15, Teorema 2.5, dan Teorema 2.8, untuk

membuktikan I #= @ € N adalah ideal dalam N cukup ditunjukkan:
(Ya+ bt el

(i)a+n+atel

(iiyn i€l

(ivy.(n+i)em—nemel, (Va,b,i €e)(Vm,neN)

Sifat 2.16 [6]

Misalkan N merupakan near-ring. Jika I; dan I, masing-masing merupakan ideal di

Near-ring Nmakal, UL, € I, + I,
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Sifat 2.17 [6]

Misalkan N merupakan near-ring. Jika I; dan I, masing-masing merupakan ideal di
near-ring N maka(l; U I,) €1, + I,

Notasi (I, U I,) menyatakan ideal yang dibangun oleh I; U I, dan merupakan ideal
terkecil N yang memuat I; U I,

Pembuktian lengkap Sifat 2.16 dan Sifat 2.17 ini dapat dilihat dalam [6].
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BAB 111

TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1. Tujuan Penelitian

Tujuan umum penelitian ini adalah untuk menyelidiki generalisasi beberapa
sifat ideal yang telah dibuktikan dalam [6] yaitu generalisasi sifat gabungan beberapa
ideal, sifat ideal terkecil yang dibangun oleh gabungan beberapa ideal dalam near-ring

dan sifat ideal terkecil yang dibangun oleh irisan beberapa ideal dalam near-ring.

3.2 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah wawasan pengetahuan mengenai
struktur aljabar khususnya tentang teori near-ring dan sebagai pengembangan ilmu

matematika khususnya aljabar.
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BAB IV

METODE PENELITIAN

4.1. Jenis Penelitian
Penelitian ini bersifat studi literatur. Bahan literatur diperoleh dengan mengkaji
buku-buku teks, jurnal, artikel-artikel ilmiah dan sumber-sumber lain yang diakses

secara langsung maupun melalui internet.

4.2. Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini dilaksanakan selama kurang lebih enam (6) bulan, dan
dilaksanakan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu pengetahuan

Alam Universitas Bengkulu.

4.3. Prosedur Kerja
Langkat-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah:
1. Mengumpukan literatur yang berhubungan dengan ring, near-ring, sifat-sifat ideal
pada ring, dan ideal pada near-ring.
2. Mempelajari sifat-sifat ideal pada ring
3. Menyelidiki beberapa sifat ideal pada ring yang juga berlaku pada near-ring
4. Menggeneralisasi beberapa sifat ideal yang didapat pada langkah (2)

5. Menarik kesimpulan.
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BAB V
HASIL YANG DICAPAI

5.1 Kajian Literatur

Kajian terhadap teori dan pustaka yang berkaitan dengan sifat-sifat ideal pada
near-ring memerlukan literatur dan referensi yang mendukung penelitian. Literatur
yang dicari adalah buku-buku teks, jurnal, artikel-artikel ilmiah dan sumber-sumber

lain yang berkaitan dengan ideal pada ring dan ideal pada near-ring.

5.2. Hasil dan Pembahasan

Hasil 1.

Diberikan sembarang near-ring N. Jika I, 15,15, ..., I, masing-masing merupakan
ideal di near-ring N maka Uj—, I; € Y-, 1;

Bukti:

Diketahui: N near-ring dan I,1,, I, ..., I, masing-masing merupakan ideal di near-
ring N

Akan dibuktikan: Ul I; € Y7v,I; artinya (Vx € Ul [;) berlaku x € }I-, I;

Ambil sembarang x € Uj-, I;, artinpax e [ VX ELVXEIL; V..V x EI,

Jika x € I; maka x dapat dituliskan sebagai:
x=x+0+0+--+0€l+L+I3+ ..+ [, dengan0 € [;,Vi=2,3,..,n
Artinyax e[+ L+ 1+ ..+ I,

JadiI; S X L (5.1)
Jika x € I, maka x dapat dituliskan sebagai:
x=04+x+0+--4+0€l+L+I3+ ..+ [, dengan0 € [;,Vi=1,34,..,n

Artinyax e[+ L+ 13+ ..+ I,
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Jadil, S X L (5.2)
Jika x € I; maka x dapat dituliskan sebagai:
x=04+0+x+--4+0€L+,+13+ ..+ [, dengan0 € [;, Vi =1,2,4,5,...,n
Artinyax e[+ L+ 13+ ..+ I,

JadiI; S X ;s (5.3)
Proses ini dapat diteruskan untuk x € I, x € Is sampai x € I,, sebagai berikut:

Jika x € I,, maka x dapat dituliskan sebagai:
x=0+0+4+0+-+x€el+L+I3+ ..+ [, dengan0€;,Vi=12,..,n—1
Jadi I, S Y L, (5.4)
Dari (5.1), (5.2), (5.3) dan (5.4) diperoleh: UL UL U ..U, € Y™ I

Artinya UL, L; € X

Terbukti bahwa jika N near-ring dan I, I, I, ..., I, masing-masing merupakan ideal di

near-ring N maka Ui, I; € Y11, ; ]

Hasil 2

Diberikan sembarang near-ring N. Jika I, 1,,1s, ..., I, masing-masing merupakan
ideal di near-ring N maka ).~ ; I; merupakan ideal yang dibangun oleh U}, I;.

Bukti:

Diketahui: N near-ring dan 1,15, 15, ..., I, masing-masing merupakan ideal di near-
ring N

Akan dibuktikan: )., I; merupakan ideal yang dibangun oleh U, I;.

Y=, I; merupakan ideal yang dibangun oleh U}L,[l; dapat dituliskan sebagai:
(UL ;) = Xi L. Untuk membuktikan (UL, ;) = X7, I; akan ditunjukkan:

i. Y=, I; merupakan ideal N

. U S XL
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iii. Y72, I; merupakan ideal terkecil di N yang memuat U7, I;
(1) Misalkan I4,1,,13,...,I, masing-masing merupakan ideal di near-ring N.
Berdasarkan [6] telah terbukti bahwa Y7 ; I; merupakan ideal di N.
Jadi I, I, I3, ..., I ideal di N = Y-  Lideal di N oo (5.5)
(it) Berdasarkan Hasil 1 telah terbukti bahwa Ui, ; S X7ili  cooeeeeneeenne. (5.6)
Dari (5.5) dan (5.6) terbukti bahwa Y™ , I; merupakan ideal yang memuat U™, I;
(iii) Jadi tinggal menunjukkan bahwa ).’ ; I; merupakan ideal terkecil di N yang
memuat Uj-, I;, artinya jika terdapat ideal lain di N yang memuat U}, I; maka
ideal tersebut juga harus memuat Y7, I;.
Ambil sembarang ideal, misalkan K dan U}, I; € K.
Akan ditunjukkan >, I; € K artinya (Vx € )., ;) > x €K
Ambil sebarang x € »1*; I;, misalkan x = a;; + ay; + az; + -+ a,; dengan
a1 € I1,a51 € 1,031 € I3,...,ap1 € I,,.
Karenaay; € I;, az, € I,,a31 € I3, ...,ap; € I, dan UL, I; € K maka
a;1 € K, a,; € K,a3; € K, ...,a,; € K. Karena K ideal di N, berdasarkan (i)
diperolehx = a;; +a,; + az; + -+ a,; € K.
Jadi diperoleh Y7, I; € K
Terbukti };i*, I; merupakan ideal terkecil di N yang memuat UL, [; .... (5.7)
Dari (5.5), (5.6) dan (5.7) terbukti bahwa jika N near-ring dan I, 15,15, ..., I,
masing-masing merupakan ideal di near-ring N maka maka 7., I; merupakan

ideal yang dibangun oleh U?-, ;. n

Hasil 3.
Diberikan sembarang near-ring N. Jika X = @ € N dan J, = {I |l ideal dan X < I},
maka berlaku N;es 1 = (X)
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Bukti:

Diketahui: N near-ring, X # @ € Ndan 7, = {I |l ideal dan X < I}
Akan dibuktikan: N;ey I = (X)

Untuk membuktikan N5 I = (X), akan ditunjukkan:

I. Nyeg, I merupakan ideal di N

ii. X € (X)

(i) I, ={I|lideal dan X < I} dapat ditulis sebagai 7, = {I,|a € A} dengan A

adalah himpunan indeks dan I, adalah ideal di N yang memuat X (Va € A).

Berdasarkan [6] telah terbukti Ngeal, = (X) merupakan ideal di N .....
(i) Akan ditunjukkan X < (X)

Karena N;es, [ = (X) danJ, = {I |l ideal dan X < I} diperoleh:

X CL, L €T e,

X C L Ly € dy

X Cla, L3 €0y e,

Danseterusnyahingga X S 1, I, €Ty coviiriiniiiiiiiiiiiie,

Dari (5.8) - (5.11) diperoleh:

Xgllnlz ﬂ]3ﬂ...ﬂln=nlegx1=(X) ..................................

(5.7)

(5.8)
(5.9)
(5.10)

(5.11)

(5.12)

Dari (5.7) dan (5.12) disimpulkan bahwa ;¢;, I merupakan ideal terkecil yang

memuat X.

Jadi terbukti bahwa jika N near-ring, X # @ < N dan J,, = {I |I ideal dan

X € I} maka berlaku N;eg I = (X)

Berdasarkan hasil kajian literatur diperoleh hasil 1, 2, 3 yang telah dibuktikan

bahwa:

1. Jika Iy, I,, I, ..., I,, masing-masing merupakan ideal di near-ring N maka berlaku
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n n
Uisa li € iz i

2. Jika I, I, I5, ..., I, masing-masing merupakan ideal di near-ring N maka berlaku

(U?=1 Ii) = Z?=1 I

3. Jika N near-ring, X # @ € N dan 7, = {I |I ideal dan X < I} maka berlaku

nIefJx I =(X)
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BAB VI

KESIMPULAN DAN SARAN

6.1 Kesimpulan
Dari hasil penelitian dapat ditarik kesimpulan bahwa beberapa generalisasi
sifat ideal dalam ring juga berlaku dalam near-ring, diantaranya:
1. Gabungan ideal-ideal dalam suatu near-ring merupakan subset dari penjumlahan
ideal-ideal tersebut.
2. Penjumlahan ideal-ideal dalam suatu near-ring merupakan ideal terkecil yang
memuat gabungan ideal-ideal tersebut.
3. Irisan semua ideal yang memuat himpunan bagian tak kosong dari suatu near-ring

merupakan ideal terkecil yang dibangun oleh himpunan tersebut.

6.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dicapai, penelitian ini telah mampu
mengkaji generalisasi beberapa sifat ideal pada ring yang berlaku pada near-ring.
Masih banyak sifat-sifat lain dalam ring yang perlu dikaji apakah berlaku pada near-

ring, misalnya sifat ideal prima, ideal maksimal, ideal utama dan sebagainya.
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