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KATA  PENGANTAR 
 

Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa atas terselenggaranya 

Seminar Nasional Matematika Unpar 2015. Seminar ini merupakan kegiatan rutin 

tahunan yang diselenggarakan oleh Jurusan Matematika, Universitas Katolik 

Parahyangan, yang dimulai sejak tahun 2005 dan tahun ini merupakan tahun ke-11 

penyelenggaraannya. Seminar Nasional Matematika UNPAR ini merupakan wadah 

pertemuan ilmiah antara matematikawan, guru, peneliti, dan praktisi yang tidak hanya 

terbatas di bidang matematika saja, melainkan juga penerapannya dalam berbagai 

bidang ilmu, antara lain dunia medis, ekonomi lingkungan hidup, dan gejala alam. 

 

Seminar tahun ini mengambil tema “PERAN MATEMATIKA DALAM 

MENGHADAPI MASYARAKAT EKONOMI ASEAN (MEA)”. Pemilihan tema ini 

dilatarbelakangi oleh kesepakatan para pemimpin ASEAN yang tertuang dalam 

“Deklarasi Cebu: Untuk Mempercepat Pembangunan Masyarakat ASEAN Sebelum 

2015” yang ditandatangani oleh pemimpin ASEAN pada KTT ASEAN ke-12 bulan 

Januari 2007.  Menurut rencana, ASEAN akan membangun sebuah masyarakat bersama 

sebelum tahun 2015 yang mencakup tiga bagian, yaitu masyarakat ekonomi, masyarakat 

keamanan dan masyarakat sosial budaya.  Melalui seminar ini diharapkan para peserta 

dapat saling berbagi pengetahuan dan informasi terbaru sehingga berdampak pada 

kesiapan yang lebih baik dari Indonesia dalam menghadapi tantangan ini. 

 

Seminar kali ini mengundang tiga orang pembicara dari kalangan akademisi dan praktisi 

yang akan berbagi pengalaman, gagasan dan pikiran. Pada sesi pararel, akan 

dipresentasikan 58 makalah yang merupakan hasil karya dosen, peneliti, dan mahasiswa 

dari berbagai instansi di tanah air. 

 

Kami atas nama panitia Seminar Nasional Matematika Unpar 2015 mengucapkan terima 

kasih atas partisipasinya, semoga bermanfaat bagi semua pihak. 

 

Bandung, September 2015 

Ketua Panitia 

 

 

Liem Chin, M.Si.  
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Abstrak. Penelitian ini bertujuan untuk menduga pola hubungan antara jumlah leukosit 

penderita leukimia terhadap jumlah trombosit dan waktu pemeriksaan menggunakan regresi 

spline truncated dengan kuadrat terkecil terboboti. Data yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah data jumlah leukosit penderita leukimia di Rumah Sakit Umum Haji Surabaya pada 

tahun 2009. Data jumlah leukosit pada penderita leukimia merupakan data longitudinal karena 

datanya diamati dan diukur berulang kali pada suatu interval waktu tertentu. Seseorang yang 

dinyatakan terkena leukemia diberikan perawatan yang berfokus pada penghentian produksi sel 

leukosit, kemudian untuk melihat perkembangan penyakitnya dilakukan pemeriksaan jumlah sel 

leukosit dan trombosit secara berulangkali pada interval waktu tertentu. Oleh karena itu, 

hubungan antara jumlah leukosit penderita leukimia terhadap jumlah trombosit dan waktu 

pemeriksaannya merupakan model linear parsial untuk data longitudinal, dengan jumlah 

trombosit sebagai komponen parametrik dan waktu pemeriksaan sebagai komponen 

nonparametrik. Dalam penelitian ini, análisis yang digunakan untuk menduga model jumlah 

leukosit penderita leukimia adalah pendekatan regresi spline truncated dengan kuadrat terkecil 

terboboti, dimana pembobot W merupakan matriks diagonal jumlah seluruh pengamatan. 

Kriteria model terbaik diukur berdasarkan nilai GCV optimum, nilai MSE, dan koefisien 

determinasi R
2
. Hasil estimasi model menunjukkan jumlah leukosit penderita leukimia berpola 

kubik terhadap jumlah trombosit dan berpola mengikuti spline polinomial derajat satu dengan 

dua titik knot terhadap waktu pemeriksaan. Model ini mempunyai nilai GCV sebesar 

0,00001519512 dengan nilai MSE sebesar 0,0001975 dan koefisien determinasi R
2 

sebesar 

0,9882. 

 

Kata kunci :  Data Longitudinal, Leukimia, Kuadrat Terkecil Terboboti, Model Linear Parsial,  

Regresi Spline Truncated 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Leukimia atau lebih dikenal dengan kanker darah adalah kanker dari salah satu jenis sel darah 

putih atau leukosit di sumsum tulang yang menyebabkan proliferasi dengan menyingkirkan jenis 

sel lain. Leukimia tampak merupakan penyakit klonal yang berarti satu sel kanker abnormal 

berproliferasi tanpa terkendali, menghasilkan sekelompok sel anak yang abnormal. Sel-sel ini 

menghambat semua sel darah lain di sumsum tulang untuk berkembang secara normal, sehingga 

mereka tertimbun di sumsum tulang [1]. Pada penderita leukimia, gambaran sumsum tulang 

biasanya akan menunjukkan jumlah sel-sel darah putih (leukosit) yang meningkat, sementara 

jumlah sel-sel lainnya berkurang atau sedikit akibat proses pembuatannya yang tertekan oleh sel 

blast tersebut [2].  

 

Di dalam darah manusia, jumlah normal leukosit rata-rata 5000-9000 sel/𝑚𝑚3, sedangkan nilai 

di atas interval tersebut  dapat menyebabkan leukimia. Trombosit adalah komponen sel darah 

yang dihasilkan oleh jaringan hemopoetik yang mempunyai nukleus pada DNA-nya, dengan 

bentuk tak beraturan yang berfungsi utama dalam proses pembekuan darah. Rasio plasma 

keping darah normal berkisar antara 200.000-300.000 sel/𝑚𝑚3, sedangkan nilai di atas rentang 

dapat meningkatkan risiko trombosis dan penyakit darah lainnya seperti leukimia [2]. 
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Pada bidang kedokteran medis, di rumah sakit pada umumnya, pasien yang dinyatakan 

menderita leukimia diberikan perawatan berupa kombinasi antara sistem terapi dan pemberian 

obat-obatan yang berfokus pada penghentian produksi sel leukosit yang abnormal dalam 

sumsum tulang. Kemudian, untuk melihat perkembangan penyakitnya maka dilakukan 

pemeriksaan jumlah leukosit dan jumlah trombosit pasien penderita leukimia secara 

berulangkali pada suatu interval waktu tertentu. Apabila diperhatikan, ternyata data jumlah 

leukosit pada penderita leukimia merupakan data longitudinal karena data ini diamati dan diukur 

berulangkali pada suatu interval waktu tertentu. Dalam studi data longitudinal, pada umumnya 

pengamatan dilakukan terhadap n subyek yang saling independen dimana setiap subyek diamati 

secara berulang dalam kurun waktu yang berbeda [3]. 

 

Hubungan antara jumlah leukosit, jumlah trombosit, dan waktu pemeriksaan, ketiga variabel ini 

dapat dimodelkan ke dalam bentuk model linear parsial, dimana antara jumlah leukosit dan 

jumlah trombosit diasumsikan bersifat parametrik sedangkan jumlah leukosit dan waktu 

pemeriksaan diasumsikan bersifat nonparametrik. Sehingga, pola perubahan jumlah leukosit 

penderita leukimia dalam hubungannya dengan jumlah trombosit dan waktu pemeriksaan 

merupakan model linear parsial untuk data longitudinal. Salah satu analisis yang dapat 

digunakan untuk menduga model jumlah leukosit penderita leukimia adalah pendekatan regresi 

spline truncated dengan kuadrat terkecil terboboti.  

 

Pendekatan regresi spline truncated mempunyai beberapa kelebihan diantaranya lebih mudah 

secara matematis dan interpretasi hampir sama seperti pada regresi parametrik. Estimasi 

paramater menggunakan regresi spline truncated dalam model linear parsial untuk data 

longitudinal intinya pada pemilihan titik-titik knot optimal yang dilakukan dengan optimasi 

kuadrat terkecil terboboti yaitu dengan menyertakan suatu bobot pada penyelesaian optimasi 

kuadrat terkecilnya. Menurut Wu dan Zhang [4], terdapat beberapa jenis pembobot yang bisa 

digunakan dalam estimasi parameter yaitu matriks varian kovarian, matriks diagonal jumlah 

seluruh pengamatan, dan matriks diagonal hasil kali banyaknya subyek dengan jumlah 

pengamatan pada masing-masing subyek. Jadi, dalam penelitian ini dilakukan pendugaan pola 

hubungan antara jumlah leukosit penderita leukimia terhadap jumlah trombosit dan waktu 

pemeriksaan menggunakan regresi spline truncated dengan kuadrat terkecil terboboti, dimana 

pembobot yang digunakan adalah matriks diagonal jumlah seluruh pengamatan. 

 

2. METODE 

2.1 Fungsi Spline 

Spline merupakan potongan-potongan polinomial yang memiliki sifat tersegmen kontinu 

sehingga dapat menjelaskan karakteristik lokal dari fungsi data. Secara umum, fungsi spline 

berderajat m dengan K knot adalah sembarang fungsi yang dapat ditulis seperti persamaan (1): 
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dengan  
  ,

0 ,

m

m r r

r

r

t k t k
t k

t k


 
 







 

dimana 𝛼 adalah parameter polinomial dan dan 𝛿 parameter truncated, dan 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝐾 adalah 

titik-titik knot [5]. 

 

2.2 Model Linear Parsial untuk Data Longitudinal 

Dalam studi tentang data longitudinal, pada umumnya pengamatan dilakukan terhadap n subyek 

yang saling independen, dimana setiap subyek diamati secara kontinu dalam kurun waktu 

tertentu. Jika diberikan data longitudinal (𝑡𝑖𝑗 , 𝑥𝑖𝑗, 𝑦𝑖𝑗), 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛𝑖,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 , maka 

model linear parsial untuk data longitudinal diberikan oleh [4]: 

  , 1,2,..., , 1,2, ...,
T

ij ij i ij ij i
y f t j n i n    X β  

(1) 

(2) 
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dimana  1 2
, , ...,

T

i i i il
  β

 
adalah vektor 1l   pada koefisien regresi parametrik 

ij
X , 

 1 2
, , ,

T

ij j j nj
X X X X ,  1 1 1 1 2 1

, , ,
j j j jl

x x x X ,  2 2 1 2 2 2
, , ,

j j j jl
x x xX , …, 

 1 2
, , ,

nj nj nj njl
x x xX ,  ij

f t  adalah fungsi yang terdiferensiabel dan 
ij
  adalah error random, 

1, 2,..., , 1, 2, ...,
i

j n i n  . 

 

2.3 Regresi Spline Truncated dalam Model Linear Parsial untuk Data Longitudinal 

Jika kurva regresi f  pada model linear parsial untuk data longitudinal didekati dengan regresi 

spline truncated, maka [6] 

   
0 1

1,2, , , 1, 2, ,

m K
mp

ij ip ij ir ij ir i

p r

s t t t k i n j n 


 

       

dengan derajat polinomial m, 
0 1 2 1 2
, , , , , , , ,

i i i im i i iK
      

 
adalah parameter-parameter yang 

tidak diketahui, dan  1 2
:

ir r r nr
k k k k    merupakan titik-titik knot, serta truncated power 

function  
m

ij ir
t k




 
didefinisikan sebagai: 

 
  ,

0 ,

m

m ij ir ij ir

ij ir

ij ir

t k t k
t k

t k


 
 





  

 

2.4 Estimasi Regresi Spline Truncated dengan Optimasi Kuadrat Terkecil Terboboti 

dalam Model Linear Parsial untuk Data Longitudinal 

Model linear parsial untuk data longitudinal pada persamaan (2) dapat dinyatakan dalam notasi 

matriks sebagai berikut: 

   1 2
, ; 1,2, ,

T

i i i i iK
k k k i n   Y X k B ε  k

 
dimana, 

 

 

 

 

1 1 1 1 1

2 2 2 2

0 0

0 0
, , ,

0 0
n n n n n

   

      
      
      
      
      

      

2

y X k B ε

y X k B ε
Y X k B ε

y X k B ε
 

Dengan menggunakan pembobot W, estimasi dari B pada persamaan (4) dapat diperoleh dengan 

menyelesaikan optimasi least square: 

min ( 1)
B

n l k m  


      Y X k B W Y X k B
T

i i 

 
sedemikian sehingga diperoleh: 

      
1

B̂ X WX X WY
T T

k k k




  

Sehingga, estimasi model linear parsial untuk data longitudinal dengan menggunakan 

pendekatan regresi spline truncated dengan optimasi kuadrat terkecil terboboti adalah [7]   

 1 2
ˆ , , ,

i i iK
k k kY A Y

 
dimana 

          
1

1 2
, , ,

T T

i i iK i i i i
k k k



A X k X k WX k X k W  

dan pembobot W merupakan matriks diagonal jumlah seluruh pengamatan diberikan oleh [4]: 

 1 2diag , , ..., ,W W W Wn
 

(3) 

(6

) 

(4) 

(7) 

(8) 

(5) 

(6) 
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dimana: 

1

1

, , 1,2,...,W I
i

n

i n i

i

N N n i n



  
 

 

2.5 Pemilihan Titik Knot Optimal 

Estimator kurva regresi spline yang optimal sangat tergantung pada lokasi titik knot 

𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝐾. Oleh karena itu, perlu dilakukan pemilihan titik knot optimal untuk menentukan 

model spline terbaik. Titik knot merupakan titik perpaduan bersama yang memperlihatkan 

terjadinya perubahan prilaku dari fungsi spline pada interval-interval yang berbeda. Metode 

yang digunakan dalam pemilihan titik-titik knot optimal adalah generalized cross validation 

(GCV), yang didefinisikan sebagai berikut [8]: 

 
     

   

1

1 2 1 2

2
1

1 2

, , , , , ,

, , ,

TT

i i iK i i iK

i

i i iK

N k k k k k k

N trace k k k





 




Y I A W I A Y
GCV k

I A

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Eksplorasi Data 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder yang berasal dari penelitian 

yang dilakukan Oktiriani [9], yaitu data penderita leukimia yang dirawat di Rumah Sakit Umum 

Haji Surabaya pada tahun 2009 tentang perkembangan jumlah sel leukosit pada penderita 

leukimia yang dipengaruhi waktu pemeriksaan dan jumlah sel trombosit penderita leukimia. 

Berdasarkan data rekam medis RSU Haji Surabaya pada tahun 2009 terdapat empat pasien 

penderita leukimia yang saling independen dan diasumsikan hanya menderita penyakit leukimia. 

Pada masing-masing pasien dilakukan pemeriksaan sel leukosit dan sel trombosit pada periode 

tertentu yang akan dianalisis dengan menggunakan model spline truncated. Penelitian 

difokuskan untuk menyelidiki pola hubungan jumlah leukosit penderita leukimia (y) terhadap 

jumlah trombosit (x) dan waktu pemeriksaan (t), dimana jumlah trombosit secara medis 

diasumsikan sebagai variabel penjelas komponen parametrik pada model linear parsial. Untuk 

mendapatkan estimasi model yang sesuai dengan pola data, digunakan langkah-langkah sebagai 

berikut: 

1. Membuat plot data (𝑡𝑖𝑗, 𝑥𝑖𝑗 , 𝑦𝑖𝑗),   𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,   𝑗 = 1, 2, … , 𝑛𝑖, 

2. Memodelkan data dengan pendekatan spline, 

3. Memilih titik knot optimal dengan metode GCV, 

4. Mencari nilai GCV terkecil, 

5. Estimasi model pola hubungan jumlah leukosit penderita leukemia, 

6. Menghitung nilai koefisien determinasi dan mean square error. 

 

3.2 Estimasi Model Jumlah Leukosit Penderita Leukimia dengan Pendekatan Regresi 

Spline Truncated 

Pada proses analisis ini akan dilakukan tiga estimasi model linear parsial secara simultan untuk 

mendapatkan model linear parsial yang optimal, dimana pada masing-masing model 

diasumsikan komponen parametriknya diasumsikan linear, kuadratik, dan kubik.  Selain itu, 

kriteria model terbaik dengan pendekatan spline truncated diukur berdasarkan nilai GCV 

terkecil pada titik knot optimum [8]. Namun demikian, kriteria lain dari kebaikan model tetap 

diperhatikan yaitu melalui nilai MSE dan koefisien determinasi R
2
. Dalam proses estimasi 

model, perhitungan nilai GCV dibatasi sampai 2 knot dengan derajat polinomial 𝑚 = 1, 𝑚 =
2, dan  𝑚 = 3 yang masing-masing disebut spline linear, spline kuadratik, dan spline kubik. 

Jadi, nilai GCV terkecil diperoleh melalui kombinasi antara jumlah knot dan derajat polinomial 

yang digunakan.  

 

(9) 
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Pemeriksaan yang dilakukan secara berulang pada setiap pasien, menyebabkan adanya korelasi 

antar pengamatan dalam subyek yang sama. Indikasi adanya korelasi dapat terlihat pada variabel 

respon yang berpengaruh terhadap waktu. Sehingga estimasi model spline yang optimal 

diperoleh melalui suatu pembobotan. Pada kasus ini, analisis dilakukan dengan menggunakan 

pembobot matriks diagonal jumlah seluruh pengamatan, yaitu  
4

1

1

,
ii n i

i

N N n



 W I  1,...,4.i   

 

Selanjutnya, nilai GCV dengan kombinasi jumlah knot dan derajat polinomial spline untuk 

estimasi model linear parsial dengan masing-masing komponen parametriknya diasumsikan 

linear, kuadratik, dan kubik selengkapnya ditunjukkan pada Tabel 1, Tabel 2, dan Tabel 3 

berikut.    

 

Tabel 1. Nilai GCV untuk Model dengan Komponen Parametrik Linear 
Jumlah Knot Derajat Polinomial Spline GCV 

1 1 0,00001978855 

1 2 0,00003192946 

1 3 0,00014239592 

2 1  0,00001521534
* 

2 2 0,00001639829 

2 3 0,00025702298 

 

Berdasarkan Tabel 1, untuk model dengan asumsi komponen parametrik linear diperoleh nilai 

GCV terkecil yaitu 0,00001521534 dengan dua titik knot dan satu derajat polinomial spline.  

 

Tabel 2. Nilai GCV untuk Model dengan Komponen Parametrik Kuadratik 
Jumlah Knot Derajat Polinomial Spline GCV 

1 1 0,00001977133 

1 2 0,00003192941 

1 3 0,00014239592 

2 1  0,00001519600
* 

2 2 0,00001639823 

2 3 0,00025702298 

 

Pada Tabel 2. terlihat bahwa nilai GCV terkecil untuk model dengan asumsi komponen 

parametrik kuadratik diperoleh dari kombinasi spline linear dengan dua titik knot yaitu sebesar 

0,000015196. 

 

Tabel 3. Nilai GCV untuk Model dengan Komponen Parametrik Kubik 
Jumlah Knot Derajat Polinomial Spline GCV 

1 1 0,00001977059 

1 2 0,00003192941 

1 3 0,00014239592 

2 1  0,00001519512
* 

2 2 0,00001639822 

2 3 0,00025702298 

 

Tabel 3. menunjukkan nilai GCV terkecil untuk model dengan asumsi komponen parametrik 

kubik diperoleh dari kombinasi spline linear dengan dua titik knot yaitu sebesar 0,00001519512. 

 

Berdasarkan nilai GCV terkecil dari setiap estimasi model linear parsial dengan masing-masing 

komponen parametriknya diasumsikan linear, kuadratik, dan kubik yang diperoleh dari Tabel 1, 

Tabel 2, dan Tabel 3, maka nilai GCV optimum diperoleh pada estimasi model linear parsial 

dengan asumsi komponen parametrik kubik yaitu sebesar 0,00001519512 dengan 2 titik knot 

(10) 
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dan 1 derajat polinomial spline. Titik knot untuk masing-masing pasien dapat dilihat pada Tabel 

4 berikut: 

 

Tabel 4 Titik Knot dengan Nilai GCV Optimum 

Subyek 
Titik Knot  

1 2 

Pasien 1 138 154 

Pasien 2 106 162 

Pasien 3 102 153 

Pasien 4 120 174 

 

Sehingga estimasi model linear parsial yang optimal mengenai pola hubungan antara jumlah 

leukosit penderita leukimia terhadap jumlah trombosit dan waktu pemeriksaan diberikan oleh:  

   

2 3
1 1 1 1 1

1 1

1 1

ˆ 0,24775 0,04285 0,00737 0,00126 0,00065

0,00237 138 0,0394 154 , 1, 2, ..., 7

j j j j j

j j

y x x x t

t t j
 

     

   

   

6 2 8 3
2 2 2 2 2

1 1

2 2

ˆ 0,02549 0,00026 2,65.10 2,68.10 0,00004

0,00097 106 0,00079 162 , 1, 2, ..., 8

j j j j j

j j

y x x x t

t t j

 

 

     

   
  

   

5 2 7 3
3 3 3 3 3

1 1

3 3

ˆ 0,01353 0,00042 1,29.10 3,69.10 0,00008

0,00009 102 0,00006 153 , 1, 2, ..., 9

j j j j j

j j

y x x x t

t t j

 

 

     

    

   

6 2 7 3
4 4 4 4 4

1 1

4 4

ˆ 0,01503 0,00038 9,75.10 2,56.10 0,00004

0,00031 120 0,00137 174 , 1, 2, ..., 5

j j j j j

j j

y x x x t

t t j

 

 

     

   
  

Model ini mempunyai nilai MSE sebesar 0,0001975 dan koefisien determinasi R
2
 sebesar 

0,9882. 

 

Berdasarkan persamaan (11), (12), (13), dan (14) terlihat bahwa estimasi jumlah leukosit untuk 

masing-masing penderita leukimia  ij
y  adalah sebagai berikut: 

(i) Berpola kubik dengan jumlah trombosit  ij
x , dan 

(ii) Berpola mengikuti spline linear dua knot dengan waktu pemeriksaan  ij
t . 

 

4. KESIMPULAN 

Pola hubungan antara jumlah leukosit penderita leukimia terhadap jumlah trombosit dan waktu 

pemeriksaan secara bersama-sama dapat dibentuk dalam model linear parsial, dengan jumlah 

trombosit sebagai komponen parametrik dan waktu pemeriksaan sebagai komponen 

nonparametrik. Hasil estimasi model menunjukkan jumlah leukosit penderita leukimia berpola 

kubik terhadap jumlah trombosit dan berpola mengikuti spline polinomial derajat satu dengan 

dua titik knot terhadap waktu pemeriksaan. Model ini mempunyai nilai GCV sebesar 

0,00001519512 dengan nilai MSE sebesar 0,0001975 dan koefisien determinasi R
2 

sebesar 

0,9882. 
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