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Abstract - In this paper we havz investigated, by mean of sim: aiion, properties of estimates of regression parametzrs

based on t distribution. The best estimate was obtained by ¢o

mparing the mean square error resulted from fitting ©

distribution with various degrees of freedoms. We used simiulated data generated from symmetric distributions =
including unlform, normal, logistic, laplace, Student-t and Tukey’s Symetric lambda distribution. We Also used the
model to analyze several real data. The results showed that, in general, the best estimate was given by the ¢

distribution with 5 degrees of freedom. However, we have not studied the distributions of the estimates which &= :

essential for inference.
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1. Pendahuluan

Regresi merupakan salah satu contoh pemodelan
statistika yang paling sering digunakan dalam
penelitian, baik yang bersifat percobaan maupun
survei. Model yang biasa digunakan adalah:

Vi =Bo+Bixy + Pyxy .t Bx, +E,,
dengan asumsi bahwa x; bersifat tetap dan ¢
merupakan peubah acak normal yang saling bebas
dengan nilai tengah 0 dan ragam o”. Pendugaan
parameter dilakukan dengan metode kuadrat terkecil
(MKT), yang hasilnya sama dengan hasil pemodelan
normal.

Komponen galat merupakan ciri membedakan model
statistika dari model matematika. Sebagai peubah
acak, galat memiliki sebaran dengan bentuk
bermacam-macam, namun jika ukuran contoh cukup
besar  pemodelan normal mampu memberikan
pendekatan dengan baik. Pada contoh berukuran kecil
belum tentu demikian, karena di samping peka
terhadap pencilan juga kurang efisien jika sebaran
galat berekor panjang [1].

Pada kenyataannya sering dijumpai data yang secara
~ alami tidak menyebar normal, misalnya data mengenai
banyaknya hama/penyakit yang menyerang suatu
luasan areal tanaman maupun yang mati akibat
pemberian suatu dosis pestisida, data mengenai

pendapatan penduduk yang tinggal pada suatu dasrzh
maupun data mengenai produksi sporangium pads
suatu taraf konsentrasi metalaxyl yang diberikan. D=

samping itu untuk memperoleh data berukuran besar

kadang-kadang juga dijumpai kendala, misalnya pads
penclitian mengenai ternak-ternak besar.

Beranjak dari kenyataan tersebut, perlu dicari susse

pemodelan yang sekalipun pada contoh berukuras

kecil bersifat tegar (robust) terhadap sebaran galst
khususnya sebaran setangkup. Sebaran t merupakzs
salah satu sebaran setangkup yang mempunyz
panjang ekor bervariasi tergantung pada derzjz
bebasnya. Dengan demikian dimungkinkan =de
sebaran t dengan derajat bebas fertentu yang cukmm
baik untuk memodelkan galat yang berasal dam
sebaran berekor panjang maupun pendek.

Jika galat dimodelkan menyebar t peubah ganda

penduga parameter mudah diperoleh dan pada derasas
bebas berapapun hasilnya selalu sama  dengam
penduga kuadrat terkecil [7]. Sebaiknya jika gal=
dimodelkan menyebar t peubah tunggal (sekalipss

saling bebas) maka penduga parameter tidak dapss
‘dinyatakan secara eksplisit, sehingga pendugaanmys

harus dilakukan secara iteratif.

Masalah komputasi merupakan salah satu kendals
dalam mewujudkan gagasan pemodelan selain normal




Nurul Astuty Yensy. B / Jurnal Gradien Vol. 5 No. 2 Juli 2009 : 489-493

Akibatnya pemodelan normal terpaksa digunakan,
walaupun belum tentu tepat. Barangkali hasilnya
masih cukup bagus jika pemodelan yang dilakukan
disertai dengan diagnosis, misalnya dengan membuang
pencilan. Namun hal ini masih saja mengandung

kelemahan, karena galat baku yang dihasilkan menjadi

kecil (underestimate). Dengan perkembangan dunia
komputasi yang semakin pesat dan ditemukannya
teknik-teknik optimisasi yang canggih, masalah
komputasi bukan menjac; ke dala lagi.

Model linear dangan galat menyebar t peubah ganda
telah dipelajari oleh Zellner [7] serta Lange, ef al [2].
Oleh sebab itu pada penelitian ini akan dipelajari
model linier dengan berbagai sebaran galat t peubah
tunggal agar diketahui sifat-sifat statistiknya.
Berdasarkan sifat-sifat yang dimiliki diharapkan dapat
diperoleh  derajat bebas tertentu yang mampu
menghasilkan statistik lebih egar. Hasil penelitian ini
diharapkan dapat digunakan dalam praktek sebagai
alternatif dari Pemodelan normal yang sudah lazim
digunakan selama ini.

2. Metode Penelitian

Model - Pemodelan statistika atas dasar sebaran t-
Student pada dasarnya menganggap bahwa galat dari
model linear menyebar t-Student. Pada penelitian ini
model linear yang digunakan adalah:

i =B, +ﬁ1x1i +ﬂ2x2i +“‘+ﬂpxpi +¢;,

(dapat dituliskan y, = x, 3+ €;), dengan asumsi
bahwa x; bersifat tetap dan s; merupakan peubah acak t

berderajat bebas v yang saling bebas, dengan
parameter lokasi G dan parameter skala .

Misalkan y adalah peubah acak t berderajat bebas v
dengan parameter lokasi u dan parameter skala o,
maka fungsi kepekatannya adalah:

r(p+y2) [ H(v—u)z]‘"”’” M

bp0.0)= r(v/2)r(/ Z)J;at vo?’
Jika y;, i=1,2, ..., n, masing-masing adalah peubah
acak t berderajat bebas v yang saling bebas dengan
parameter lokasi y; dan parameter o, maka fungsi
kepekatan peluang bersamanya adalah:

’ _r Tv+1)/2) ]‘ (y_ Y ()
f{) Y NA N ") - I‘:‘I r(l/z)r(v/z)‘/";o" I_l + va‘;‘ :l

Pada regresi linier dengan parameter skala homogen,
& =x;’p dan o; = 6, sehingga

= Iv+1)/2) '_1+(y‘_xﬁ)2}-(m)/z (3)

. o, A_F T =
Sm TV L{‘ F(L’2)l‘(v/2)\lva'[ vo?

Fendugaan Parameter - Pada model linier dengan

galat menyebar 1, pendugaan parameter yang paling

qungkin  dilakukan  adalah  dengan  meiode

kemungkinan maksimum (MKM).

Logaritma persamaan (3) adalah
f=n1n(6)+nIn(C(v+1)2)-nn(T(1/2)

-0 In (T'(v/2)) - 0/2 In(v)
D2 S, -x B ive?) @
i=l
Misalkan g adalah vektor turunan pertama persamaan
(4) terhadap B dan H matriks turunan keduanya, maka

g___v+li (yi—x;ﬁ)xi )

vo? F1+(y, - x,' B) Ive?
g=_ V+l i[l ~(y, —x,' B) /vaz][x,.x,.'] ©

. et [1 +(y, -x'Bf /v0'2jE

Penyelesaian secara aljabar tidak memungkinkan
untuk menyatakan B secara eksplisit, schingga
pendugaan parameter harus dilakukan secara iteratlf,
Dari bentuk turunan pertama tersebut tampak bahwa
sekalipun parameter skala dimodelkan homogen,
Pemodelan t melakukan regresi terbobot dengan
pembobot

[1 +(v, - x,'B) /vcrzr1
yang besarnya berbanding terbalik dengan besarnya
sisaan. Hal ini berakibat bahwa = statistik yang
dihasilkan lebih tegar terhadap pencilan dan
keheterogenan ragam galat.

Sifat-Sifat Penduga Parameter - Karakteristik suatu
penduga parameter dapat diketahui berdasarkan bentuk
sebaran yang dimodelkan. Jika E[gg’] = - E[H] dan b
adalah statistik tak bias bagi B serta sebaran galat yang
dimodelkan memenuhi syarat keteraturan maka Var
(b) > (- E(H))"". Jika untuk contoh berukuran besar b
menyebar normal asimtotik, maka asimtot bagi Var(b)
adalah (-E[H])" [6]. Pada kondisi ini,besaran (-E[H])"
berfungsi sebagai had bawah ragam penduga

490
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parameter Cramer-Rao, atau lazim disebut had bawah
Cramer-Rao dan disingkat dengan HBCR [4]. Jika g
dapat dinyatakan sebagai A(B)(b-B), sedangkan A(P)
bebas dari nilai pengamatan, maka Var(b)=(-E[H])".
Berdasarkan kenyataan tersebut dapat dipastikan,
bahwa HBCR dapat dicapai maka ragan bagi penduga
kemungkinan maksimum sama dengan HBCR [6].

Pada pemodelan t, b tidak dapat dinyatakan secara
eksplisit sehingga g tidak dapat dinyatakan sebagai
A() (b-B). Dengs« demikian kalaupun (-H)’
merupakan  penduga tak bias bagi (-E[H])",
maka (-H)' bukan pendiga ragam yang tak bias.
Alternatlf lain untuk menduga ragam ialah melalui
mekanisme bootstrap, walaupun memerlukan waktu
pemrosesan agak lama. Pendugaan ragam melalui
bootsirap ini pernah dilakukan oleh Lange, ef af. [2],
baik terhadap data pengamatan maupun sisaan.

Setyono telah melakukan kajian simulasi pemodelan t
pada peubah tunggal pada berbagai derajat bebas,
untuk galat yang menyebar normal, seragam, laplace,
logistic, Cauchy, t pada v =2, 3, 4, 5, 6 dan 10, serta
menyebar lambda pada lambda -0,224, -0,147, -0,089,
-0,003 dan 0,099 [5]. Dari kajian tersebut diketahui
bahwa penduga parameter mulai konstan sejak v = 10,
sedangkan If pada persamaan (4) mulai konstan sejak
v = 400. Dengan demikian jika v juga merupakan
parameter yang diduga, sedangkan pendugaannya
tidak secara iteratif, maka cukup mencoba  v=3, 4,
.., 10 dan 00,

Seperti halnya dengan penduga kuadrat terkecil, maka
selama galat bernilai tengah nol dan peubah bebas
bersifat tetap, maka penduga parameter yang
dihasilkan oleh pemodelan t bersifat tak bias. Jike
peubah bebas dimodelkan tidak tetap (acak), penduga
parameter yang dihasilkan tetap tidak berbias,
walaupun ragamnya besar. Dengan demikian sifat
ketakbiasan ini hanya tergantung pada nilai harapan
galat.

Lebih lanjut Setyono menyatakan bahwa kuadrat
tengah galat bagi statistik hasil pemodelan t semakin
kecil dengan semakin besarnya ukuran contoh [5].
Dengan demikian pemodelan t selalu menghasilkan

statistik yang konsisten. Statistik hasi! pemodelan
normal justru tidak konsisten jika galat yang dihadapi
menyebar Cauchy. Hal ini terjadi karena statistik hasil
pemodelan normal bagi nilai tengah peoulasi adalah
rata-rata  contoh, sedangkan pada peubsh Cauchy
sebaran bagi rata-rata contoh sama ssja Jogsr Cuaran
bagi nilai-nilai pengamatan. Penjeiasan ieLiii lengkap
dapat dilihat misalnya pada [6].

. Pada penodelan t dengan v<co nilai (BCR tidak

pernah dicapai, sehingga tidak dapat di*etzhui secara
pasti apakah suatu statistik bersifat terbaik atau tidak.
Berdasarkan  keefisienan nisbi  statistik  hasil
pemodelan t terhadap statistik hasil pemodelan normal
diketahui bahwa pemodelan normal lebih efesien
hanya untuk memodelkan galat yang menyebar normal
atau seragam, sedangkan untuk memodelkan galat dari
sebaran lainnya selalu ada pemodelan t yang lebih
efisien. Jika galat pada model regresi dianggap
mempunyai sebaran yang berekor pendek, pada hal
kenyataannya berekor panjang, maka keefisienan
nisbinya relatif rendah. Sebaliknya jika galat pada
model regresi dianggap mempunyai sebaran berekor
panjang, padahal kenyataannya berekor pendek, maka
keefisienan nisbinya tidak terlalu rendah. Jika pada
setiap sebaran galat dan ukuran contoh, keefisienan
nisbi tersebut diberi peringkat dari yang paling efisien
hingga paling kurang efisien, hasilnya dapat dilihat
pada Tabel 1.

Tabel 1. Frekuensi Svatu Derajat Bebas Menduduki
Peringkat Pertama sampai Terakhir
Berdasarkan Keefisienan Nisbi

Peringiat
1=10 n=15 1= Total
Y1713451213451134635 113743
w20 11122021020 1112 6704 3%
37104 471 03 58004 422078
427 43027 34029 230 628 91 ¢
5241100015108 0241000580080
6 34 18 052 18 023 3801009 5# 0

Tampak bahwa peringkat keefisienan tidak tergantung
pada ukuran contoh. Berdasarkan peringkat tersebut
dapat dikatakan bahwa v=5 relatlf paling tegar
terhadap sebaran galat, karena selalu menduduki
peringkat ke 1, 2 atau 3.
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3. Hasil Dan Pembahasan

Sebagai penerapan pemodelan t digunakan data Stack
Loss [3] dan data Spora (Darycno, 1994). Pada
umumnya keunggulan metode-metode tegar, Andrew
misalnya adalah mampu memberikan hasil tegar pada
kondisi data megandung pencilan (misal data Stack
Loss), dalam arti mendekati hasil peizodelan normal
setelah pencilan dibuang (Tabel 2). Sebaliknya pada
data tanpa pencilan tidak dijamin mampu memberikan
hiasil yang mendekati hasil pemodean normai.

* Tabel 2. Dugaan Koefisien Regresi untuk Data Stack Loss
dari Berbagai Metode

Metode: | b f b | byl by ] ]
Normal (N) | -39.92 | 0.72 | 130 | -0.15 -
(Std) 1190 | 0.13 | 037 | 0.16 | 52.51

N-Pencilan |--4245 | 096 | 056 | -0.11 *)
Huber -41.00 | 083 | 091 | -0.13
Andrews -3720 | 082 | 052 | -0.07
t,v=3 -3996 | 086 | 0.65 | -0.11 -
723 0.12 | 028 | 0.10 | 5121
t,v=5 -39.92 | 084 | 0.88 | -G.13 -
9.36 0.14 | 635 | 0.12 | 5197

¥) tanpa obs no. 4 dan 21. Galat baku dihitung melalui (-H)

1

Statistik hasil pemodelan t bersifat lebih “Moderat”,
karena pada kondisi tanpa pencilan hasilnya tidak jauh
berbeda dengan hasil pemodelan normal, sedangkan
dalam kondisi ada pencilan hasilnya tidak jauh
berbeda dengan hasil metode-metode yang selama ini
dikenal tegar. Pada data Stack Loss ini, derajat bebas
penghasil If tertinggi adalah 3.

Berbeda dengan metode tegar pada umumnya,
pemodelan t ini tidak dimaksudkan untu menggantikan
pemodelan normal yang lazim digunakan, melainkan
memasukkan pemodelan normal sebagai salah satu
bagiannya. Dengan menganggap derajat bebas sebagai
salah satu parameter yang diduga, dimungkinkan
diperoleh hasil seperti pemodelan normal.

Pemodelan t dapat digunakan sebagai alternatif
diagnosis bagi pemodelan normal [2]. Data Spora pada
Tabel 3 merupakan teladan yang baik untuk hal ini.
Pada tabel tersebut dibandingkan hasil pemodelan
normal, pemodelan normal yang disertai dengan
membuang pencilan, dan pemodelan t pada v yang If
maksimumnya tertinggi (untuk data ini pada v = 3).

Hasil pemodelan t lebih mendekati liasii pemcdelan
normal tanpa pencilan. Pada pemodelzn rormal,
pencilan pada suatu pengamatan juga berpengaruh
sedangkan pada pemodean t hanya berpengaruh
terhadap nilai sisaan pada pengama.an i 5 cuirt.

Dengan: memodelkan gaiat saling bebac cengan ragam
idertik, pemodelan normal membcrikan bobot sama
kepada semua pengamatan, sedangkan pemodeian t
memberikan bobot yang sama yang besarnya
berbanding terbalik dengan niiai sisaan. Hal ini
berakibat bahwa statsistik yang dihasilkan oleh
pemodelan t lebih tegar terhadap pencilan dan
keheterogenan ragam galat. Ketegaran tersebut
semakin kuat jika derajat bebas semakin kecil.

Tabel 3. Dugaan Koefisien Regresi dan Nilai-Nilai Sisaan
Hasi! Pemodelan Normal dan t untuk Data Spora

Sisaan Hasil Pemodelan
X Y Normal t,v=3 N-
™ pencilan
00| 904 616.28 773.77 dibuang
05 ] 112 -172.11 -16.65 3822
1.0 56 -224.49 -71.08 -16.92
5.0 55 -196.57 -59.46 -11.04
250 9 -97.94 -42.39 -22.63
50.0 . 1 74.84 28.45 12.38
by 287.72 130.23 74.64
(181.64) (120.64)
b, -1.23 -3.15 -1.72
(7.93) (4.69)

X: Konsentrasi Metalaxyl (ppm),
Y: Produksi Sporangium pada & Hari Setelah Inkubasi

Pada semua sebaran galat setangkup yang bernilai
tengah nol, statistik hasil pemodelan t selalu tak bias
dan konsisten. Statistik hasil pemodelan normal tidak
konsisten jika galat yang dihadapi menyebar Cauchy.
Jika galat dianggap mempunyai sebaran berekor
pendek padahal kenyataannya berekor panjang,
keefesienan nisbinya relatif rendah. Sebaliknya jika
dianggap berekor panjang padahal kenyataannya
berekor pendek, keefesienan nisbinya tidak terlalu
rendah. Pemodelan t dengan v= 5 relatif paling tegar
terhadap berbagai sebaran galat setangkup.

= s

— -

LR = - - - - - T - R A~ B

=

s/

m
le
i,

|
|
|
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Penduga parameter hasii pemodelan t relatif konstan
sejak v = 10, sedangkan If mulai konstan sejak v=400.
Oleh sebab itu dimungkinkan memilih statistik terbaik
dengan hanya mer-oba v=3, 4, ..., 10, dan ©0.
Menduga v berdasarkan data melaini mekanisme
iterasi seperti Lainyz :..quuga B fidak disarankan,
‘2 dimungkinkan diperolehnya v

karena selain rumpi*t -

<3 atay bahkan tidak ¢

Pada pemodelan t, 7 3 awan ragam penduga parameter
V! o 5

s

tidak pernah dicapsi schingga (-H)' bukan penduga

ragam yang iak bias. Oleh sebab itu sebaran (-H)™

maupun penduga parameternya perlu dikaji, égar dapat

digunakan untuk keperluan inferensia. Ada kecurigaan

bahwa penduga parameter menyebar setangkup,
bahkan mungkin normal.

Dengan diproduksinya komputer mikro berkecepatan
tinggi dimungkinkan membuat paket program
pemodelan t. Dalam penelitian ini telah dihasilkan
program sederhana regresi berganda pemodelan t
dalam bahasa Turbo Pascal.
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