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(M24)
BAGAN KENDALI MONTGOMERY DAN DJAUHARI
UNTUK PENGAWASAN VARIABILITAS PROSES MULTIVARIAT

Fachri Faisal
Jurusan Matematika, FMIPA UNIB

ABSTRAK

Tulisan ini membahas tentang bagan kendali yang merupakan salah satu alat yang sangat
penting dalam pengendalian proses secara statistik, yaitu bagan kendali Montgomery dan
Djauhari. Bagan kendali Montgomery merupakan bagan kendali yang bias sedangkan bagan
kendali Djauhari merupakan bagan kendali yang tak bias. Kinerja dari keduanya akan
dibandingkan untuk melihat bagan kendali yang manakah yang lebih sensitif terhadap adanya
sinyal out of control. Hasil penelitian menunjukkan bahwa bagan kendali Djauhari lebih
sensitif terhadap sinyal out of control dibandingkan bagan kendali Montgomery.

Kata Kunci: bagan kendali Montgomery, bagan kendali Djauhari, sinyal out of control

PENDAHULUAN

Produk yang memiliki mutu baik merupakan implikasi logis dari proses produksi yang baik.
Dewasa ini kualitas produk sering ditentukan oleh lebih dari satu karakteristik mutu yang saling
berkorelasi. Pengawasan proses produksi yang dilakukan secara univariat pada tiap karakteristik
mutu produk ini dapat memberikan kesimpulan yang tidak tepat. Melalui bagan kendali
multivariat proses tersebut dapat dikontrol secara efektif sekaligus dapat menentukan apakah
proses produksi perlu dihentikan atau dilanjutkan [1]. Dalam pengawasan variabilitas
multivariat telah dikenal bagan kendali Montgomery [6]. Namun penaksir-penaksir yang
digunakan Montgomery dalam membentuk batas-batas kendali merupakan penaksir yang bias.
Djauhari memperkenalkan bagan kendali yang batas-batasnya dibangun menggunakan penaksir-
penaksir yang tak bias [3],[4]. Oleh karena itu, bagan kendali yang dipakai harus merupakan
bagan kendali yang baik dan pada akhirnya akan memberikan kesimpulan yang lebih tepat.
Adapun tujuan dari tulisan ini adalah membuktikan apa yang disimpulkan [3] dan
membandingkan kinerja bagan kendali Montgomery dan Djauhari dengan menyelesaikan suatu
kasus yang sama dengan menggunakan kedua jenis bagan kendali tersebut .

Distribusi Sampel Gereralized Variance [2], [7]

Misalkan X . X PR X v adalah sampel acak berukuran N dari X ~ N » (ﬁ,Z) dengan 2
simetri dan definit positif. 2 ditaksir oleh matriks kovariansi sampel S yang didefinisikan:

s =ﬁ§l(f( Fw-F m

dimana X adalah vektor rata-rata sampel yaitu X = #ZZI X ; - Sebaran vektor acak X dapat

dinyatakan oleh 'ZI , yaitu determinan dari X . IZI ditaksir oleh determinan matriks kovariansi
sampel, yaitu |S].
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Bagan Kendali Bias dan Bagan Kendali Takbias

Misalkan terdapat m-sampel multivariat yang akan digunakan untuk membuat bagan
kendali dan masing-masing sampel berukuran n dan matriks kovariansi dari sampel ke-k

dinyatakan sebagai S, k= 1,2,...,m.

sampel —1 sampel —2 sampel —m
! 1 1 2 2 2 m m m
X X Xip, Xn Xp oo Xy, Xy X oo XY
1 1 1 2 2 2 m m m
le X22 .. sz X21 X22 e sz le X22 "ee sz
2 2 m m m
X X oo Xoo XA XL o X2 o XMOoXM o oLoXn
\ \ \ \ \ A \ \ \
—1  —I —1 —2 —2 —2 —m = —
X1 X2 .. Xy, X1 X2 ... X, e Xy X2 .. XZ
_/—Y—l , S }2 , Sy }2 , S,

Gambar 1. Data Multivariat sebanyak m subgrup

Batas-batas bagan kendali bagi Variabilitas Proses Multivariat (MPV) secara umum adalah :
UCL=p+30,CL=y dan LCL = p—30, dimana ux adalah nilai ekspektasi dan o adalah
variansi dari sample generalized variance. Koefisien 3 pada UCL dan LCL mengindikasikan

bahwa diantara sejuta produk yang dihasilkan, maksimal hanya 2700 produk yang
diperbolehkan berada di luar batas kendali tersebut. Dalam praktek, # dan o ditaksir.

——2 e —
St S ... S,
S5 S
Bila S adalah rata-ratadari S,,k=1,2,...,m yaitu S = : '2” dan ISI
—
Sp

S
adalah determinan dari S, maka menurut [4] g ditaksir oleh ISI dan o ditaksir oleh lb—l‘/bz ,
I

dimana b, = (N—il—)—”—l,i[(N— i) dan
1 p P P
b, = WH (N —i H ((N - j)+ 2)— H (N - j) , sehingga batas kendali yang
- i=1 j=1 j=1
diberikan adalah :
S S
ver=Blo, ). co. ee-Bo, g5 @
1 1

Bagan kendali yang dibuat dengan batas-batas ini dinamakan bagan kendali bias atau bagan
kendali Montgomery. Variabilitas proses dikontrol dengan memplot |S kl , LCL dibuat 0 jika

hasil perhitungannya memberikan LCL < 0 atau jika b, < .’),/b2 )
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Menurut [6], £ (ISl) =b, lEI dan VarqSl): b, (]Z‘)z, tetapi menurut [3],[4] penaksiran ini
bersifat bias schingga batas-batas kendali yang diberikan oleh [6] akan memberikan bagan
kendali yang bias.

S
Menurut [3],[4], penaksir tak bias untuk IZI adalah L—I, dimana
3

! ﬁ(m(N— l)— i +1). Sedangkan Var(lS

(m(N 1)y
b, :————ﬁ(m(N—l)—i+l{ﬁ(m(N—l)- j+3)-] [m(v 1) j+1)]

j=l j=1

b, = ): b, (IZI)Z , dimana

Berdasarkan alasan di atas, diperoleh batas-batas kendali untuk membuat bagan kendali tak bias
atau bagan kendali Djauhari yaitu :

b,

N b Nerop Bl cr ol 2
UCL—|SI{b3+3 m],CL——bl b3 ,LC —I | b3 3 m . (3)

Selanjutnya sama seperti pada bagan kendali standar, variabilitas proses dikontrol dengan
memplot det(S k) dan LCL diambil 0 jika hasil perhitungan memberikan harga negatif.

BAHAN DAN METODE

Langkah-langkah yang ditempuh pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Melakukan pengawasan dengan Bagan Kendali Montgomery

2. Melakukan pengawasan dengan Bagan Kendali Djauhari

3. Menyelesaikan suatu kasus di atas dengan menggunakan Microsoft Excel yang cukup
layak untuk mengimplementasikan bagan kendali .

4. Membandingkan kedua jenis bagan kendali tersebut serta membandingkan hasil yang
diperoleh [3].

HASIL DAN PEMBAHASAN
Contoh Kasus

Pada penelitian ini, data diperoleh dari [5], yaitu mengenai industri botol medis di Prancis
yang merupakan suatu pabrik botol tempat obat yang terbuat dari polietilen. Pabrik tersebut
ingin mengembangkan teknik baru dalam pembuatan botol. Untuk menjamin kepuasan
kliennya, tentunya botol obat yang diproses melalui teknik baru tersebut harus diuji sehingga
tidak dijumpai adanya kerusakan-kerusakan yang berarti, sehingga pabrik tersebut melakukan
proses kontrol terhadap proses produksi botol obat tersebut.

Ada dua variabel yang akan diuji dalam hal ini, yaitu:

X, : diameter alas botol,
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X, :diameter tutup botol.

Pengamatan dilakukan sebanyak 20 kali atau dengan perkatan lain terdapat 20 sampel dan
masing-masing sampel tersebut berukuran 5.

Untuk melakukan pengawasan terhadap variabilitas proses pembuatan botol obat tersebut,
akan dibuat bagan kendali yang dilakukan dengan memplot nilai-nilai det(S . ) atau nilai-nilai
determinan tiap sampel.

Pengawasan dengan Bagan Kendali Montgomery
Prosedur pada tahap ini adalah:

1. Dari ke-20 sampel dengan ukuran sampel 5 data bivariat, hitung matriks kovariansi dari

1 5.(_ = — =
setiap sampelnya S, :ZZ(Xik ~XkXXik ~Xk) , k=1,2,..,20, beserta
i=1

determinannya, |S . | .

1 20
2. Tentukan mariks kovariansi rata-ratanya: S = 70 Z S, , lalu hitung determinan, ISI .
I=1

3. Tentukan b, dan b, dengan N =5dan p =2
4. Tentukan UCL, CL dan LCL

5.Plot [S,].

6. Jika ada titik diluar batas kendali, data yang bersesuaian dibuang lalu djulahgi prosedur
(i1) hingga prosedur (vi). Jika semua titik yang diplot telah berada diantara kedua batas

kendali, maka LCL, CL dan UCL akan memberikan taksiran bagi 1z dan o>

Berdasarkan prosedur di atas diperoleh:

1. Matriks Kovariansi dan determinannya untuk sampel 1 sampai sampel 20, seperti tertera
pada Lampiran 1,

3 [ 0.02468033 0.020051263

dan [S| = 0.000192889
0.020051263  0.024105925

3. b = 7117(4)(3): 0.75 dan b, = -;—4(4)(3){(6)(5)—(4)(3)}: 0.84375

4. UCL= O'L‘)g%%ﬁ(ms +340.84375 )= 0.000901609,

CL =8| = 0.000192889,

LCL = (”’_0817952_8’3?.(0.75 - 34/0.84375 )= -0.000515831= 0

. Bagan kendali yang didapat adalah seperti pada Gambar 2.

W
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[+ Data = LCI=0  CL=0.000192889  UCL=0.00001608
0.001 }
0.0009 -
0.0008 - — - - P —— S ‘
00007 +—— e o —
0.0006 + — - b S
|8} 0.0005 - . s ———
0.0004 _‘ - — - |
0.0003 |- -
0.0002 | et P S I
i * L .
0.0001 +— T *.
| AR N > @ |
ol!#.8 ». @ 8., 8. .% 8.8, 8.8 8 @ .8 " @ @8 § 5. 8-

1 12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 |
| i
| Banyaknya sampel

l

éambar 2. Start-up Stage; Bagan Kendali Mont};omery

6. Pada Gambar 2. terlihat bahwa semua titik yang diplot berada di antara kedua batas
kendali. Jadi sekarang telah terdapat bagan kendali yang siap dipakai dalam
pengawasan variabilitas proses, yaitu bagan kendali Montgomery dengan batas-batas
kendali seperti poin (iv).

Perhatikan bahwa berdasarkan cara [6], pada plot nilai-nilai det(S,) tidak

mendapatkan data yang berada di luar batas-batas kendali atau tidak ada sinyal out of
control. Oleh karena itu, selanjutnya akan dibandingkan dengan cara [3] untuk melihat
bagan kendali mana yang lebih baik dalam mendeteksi adanya sinyal out of control (ooc).

Pengawasan dengan Bagan Kendali Djauhari
Prosedur pada tahap ini adalah:

Untuk prosedur 1 — 3 sama seperti pengawasan dengan bagan kendali Montgomery
ditambah menghitung nilai b, danb, denganm =20, N=5danp=2.
1. Tentukan UCL, CL dan LCL
2. Plot |S].
3. Jika ada titik diluar batas kendali, data yang bersesuaian dibuang lalu diulangi prosedur
(ii) hingga prosedur (vi). Jika semua titik yang diplot telah berada diantara kedua batas
kendali, maka LCL, CL dan UCL akan memberikan taksiran bagi x dan o,

Berdasarkan prosedur di atas diperoleh:
1. Matriks kovariansi dan determinannya dari sampel 1 sampai sampel 20, seperti tertera
pada Lampiran 1.

B [ 0.02468033  0.020051263

dan S| = 0.000192889
0.020051263  0.024105925

b, = 4%(4)(3) =0.75,b, = ::7(4)(3){(6)(5)— (4)Y3)} = 0.84375,

(8(1))2 (8079) = 0.9875 ;5, = —— (80)79X(82)81) (80)(79)) = 0.0497

(80)*
4. UCL=0.000192889[ 0.75 5 J 0.84375

.+_
0.9875 0.9875% +0.0497

3.
b, =

J =0.000671552,
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(0.75)0.000192889)
0.9875

CL = =0.000146498 dan

LCL =0.000192889 0.75 —3\/ 0'824375 =-0.000378556 =0
0.9875 0.9875° +0.0497

5. Bagan kendali yang diperoleh seperti pada Gambar 3.

| o Data-=—LCL=0  CL=0.000146498 UCL=0.000671552 |
- >

0.0008 -
00007 b

0.0006 -~ E—— 4 ‘
0.0005 - 4 ‘ 1
| i 1
‘ 1S} 0.0004 S — 5 |
| 00003 ) Lt
| | . ; :
00002 | o o A
i ~oh
0.0001 |- . B -
| * " * ¢
0l& 8.2 . n .8 a8 .0 8.8.8 8, ,8.a@.3.8,.8.93.8, 8,
123 4567

|
|
1 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 |
| Banyaknya sampel |
i

Gambar 3. Start-up Stage; Bagm Kendali Djauhari

6. Pada Gambar 3. terlihat bahwa semua titik yang diplot berada di antara kedua batas
kendali. Jadi sekarang telah terdapat bagan kendali yang siap dipakai dalam pengawasan
variabilitas proses, yaitu bagan kendali Djauhari dengan batas-batas kendali seperti poin

(iv).

KESIMPULAN

Berdasarkan uraian pada hasil dan pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa bagan
kendali Djauhari mempunyai kemampuan yang lebih baik dalam mendeteksi sinyal out of
control (ooc) dibandingkan bagan kendali Montgomery. Disamping itu pula apa yang
disimpulkan oleh [3] yaitu pada bagan kendali Montgomery terdapat satu sinyal ooc dan tiga
sinyal ooc pada bagan kendali Djauhari tidak penulis temukan pada penelitian ini.
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Lampiran 1. Data Diameter Alas Botol dan Tutup Botol, Rata-rata, Variansi dan
Kovariansi Sampel ke-i

N Pengucran Ciameter Alas Botol. .Y Fengukuran Diameter Tutap Botol. .Y, Veriarsi dan Kovariaasi

ad vl - - , - 3= Y - .
’\’na "‘v-ilk 'Y} 13 "\'.l x "’Slt -’Yui A {3 X R X Wx y {033 A ik 'st '\)v:i: Sl:)‘\ ,RKI

1 pobwd Jarort fooas Jorned 2ot ] zoorss Bz fwan §oww | wow | wousz | wusms § covszser | sowssur ~205d=-Ud U.Iw
2 Y738 427279 | 27,000 § 25799 [ 27004 ] z7cees | 102> biosis | sar2 | werr | sas7 | 100144 | coatazor | romesss 002895538 00002
S 82830 )27 30 § 27115 § 27425 | 27427 § zr.0icz | onte | 095 f100sa | 139 | ows | 10.0074 | cotconiz | 20113908 0.910°134 0,00008
3 Y007 a7cop §27.000 J o000 127943 z70con § so7 J o120 § st | eoos | 10341 | 10.0100 § coternce | s.omerer 8.9120027 £.00003
E Ji7ove | 2703 | 25006 J 25,702 | 23002 § 38.0614 | 10082 | 10.055 | 09025 | o2 238 2953 § 20112223 § Jonets | oct12s7s | asooot
S jieon7 §27.22) L 2ecen L27ceq [ 26018 | s7ome | aesy | 10253 ] avce | 1nom § 10028 | 10,0206 | 0240707 § 20215073 0.0207634 0.00011
7 2601 § 27007 125831 | 28379} 250805 | oceo | 08ed | 10054 | on12 2908 9.936 €.01045% | 0.0Me83 0002018 £.00004
S 6858 125805 | 27.292 | 28828 | 27.071 26.937 9792 | 999 | 10304 | 9858 2959 9,933 J.03805567 § 0.0358147% 0,60021
9 §7.257 §27.053 | 26845 | 28,754 | 27014 § 27.0008 | 10361 | w005 2879 | 7% | 10359 | 10.0296 3.0467408 § 0.0418928 0,00014

10 §27.171 827257 | 25705 | 25084 | 27148 | 27.0512 § 10.052 § 10323 | 0820 | aser 9.019 9.938 £03¢7897 | 0.040125 § 0.£3263475 0.00052
11 68§ 271 §27.021 | 25.054 | 26795) .02 | 961 | 10,072 | 10.008 | aom 924 2.937 €.0173157 § 3.0032063 | 0.00622085 0.80002

12 326,784 127°50 § 27,052 § 27,10 | 27.445) 27.058 | os7¢ | 10.133 10425 § 1010 | 10110 | 10.021 €.0274465 | 0.0238 on2uaz 0.00023
12 §26.67 § 26564 § 26000 26830 | 28200] z8.0016 | 002 | 0741 [ 0805 | 027 | 10314 9.92 §CO14M13 ] 0.0°0025 | 0.00074725 000005
14 § 272 §27-21 ) 26,044 §27.177 | 27.956 | Z7.0006 § 10.308 | 19221 | 2941 | 12185 | 10475 10.1304 J§ C.O1C6508 | ).02628:3 | 0.01504005 0.00005
Jo Rer ey Josyus doiwe Bosser |orie ] vrvasa §wzs | vy Dwars ] vres § 1o0us | Juoier LUVEE 2 | JuR3a-2 | uus5ry [SATTY
10 § 28908 027, 79 2732 | 27.057 | 23373 ) 270654 J 10108 010 | w24 11w | osza 10.651 § €.02€335 § 1.0238755 | 0.02311075 0.00018
1T 302 §23e8y f2vear 127952 272350 za.99e | 10108 | o705 | o811 | 12.0:2 | 10452 9,937 8 C.0476753 § 20589803 | 0.6349309% ©.00084

e
18 §57.000 § 27,287 | 27068 | 26.004 | 26002 | z7.0702 | 10062 | 10.136 10,130 § 13.036 | 10142 10,112 C.0142207 § 0002244 0004200 0.60002

726 12788 | o0 | 27.007 2.1 271634 | 102657 | 10.008 | 0982 10.2 8.677 10,0084 § C.01C5812 | 1.0172082 8,0075428 2.00012
20 02743 128751 § 2720 126,058 | 26024 ) Z7.0714 | 10339 | oeor 10167 | 9.925 1009 10,0308 § C.07¢2052 § 3.0567638 | 0.0620340% 0.00037
27,02523 “D.06781 § C.0248900 | 2.0241059 | 0.000051283

Lampiran 2. Nilai-nilai |S|, LCL, CL dan UCL

Bagan <endali Montcomery Bagan kendeli Djauhari
No |S] LC_ CL UCL Mo 15] LCL CL UCL
1 0 00002 3] 0000102389 | 0.000001600 1 4.00002 C 0,000148408 | 0,0006871552
7 U nony ) D N00197889 § O 090 1G9 7 1Oy £ DOOUTAG498 | 0 0006 71557
3 0 00000 3] 0000192689 | 0.000901600 3 G.00308 < 0.000146408 | 0.000671552
A 0 00006 3] 0.000102389 | 6.000001600 A 2.00)08 [ 0.000116198 | 0,000871552
<) 000001 0 0000192389 | 0.000901600 5 ©.00)01 £ 0,000 146498 | 0.000671552
] 000011 5 0000192839 | 5,000001600 6 400311 ¢ 0.000146498 | 0.000671552
7 5) I i CLDDTO2ZR80 | 3 000600 7 i3 0004 i LANITARAOR | i), DDDET1552
i 900021 0 0000192389 | 0.000901600 3 200324 £ 0000146498 | ©.000671552
9 000014 O 0000102559 | 0,000001600 ] 4,00011 < 0,000116498 | 0.000671552
1 1 O00A3 ] DN00197889 | O Inon1ses 10 0003 . NOUOIA6498 | O O0N6 21847
11 0 00002 O ©.000192859 | 6.000001600 11 €.00)02 [ 0.000146468 | 0.000671552
12 | 000023 8] 0.000192380 | 0.000901800 12 ] 6.00)23 C 0000146498 | 0.000671552
13 | 000008 8] 0.000192589 | 0.000901600 13 0.00305 C 0.000146498 | 0.000671552
14 0 00606 O 0.00C192889 | 0.000901600 14 | 6.00006 < 0.000146492 | 0.000671552
15 | nonne iy LIDDTUZ380 | 0 0DDYD 1SR 15 | o001 [ 1ARAG8 | 071552
16 | 000016 8] 00001925889 | 0,000901600 18 | €¢.00316 C 0000148498 | 0.000671552
17 0 00064 3] 0.000192889 | 0.000001600 17 | 6.00)64 C 0000146408 | 0.000671552
18 1) OHO003 3] ON0192889 § O NONON16K 15 2 003 i DOODIABLGR | O N6 1557
1S | 9000613 5] 0.000192339 | 0.000901660 15 | 6.00013 € 0.000146498 | 0.000671552
20 | 0000637 8] 00001028380 | 0.000001600 20} 0.00)37 C 0.000148408 | 0.000671552
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