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Morfologi Matematik Dalam Pengolahan Citra Grayscale

Yulian Fauzi dan Zulfia Memi Mayasari

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Bengkulu, Indonesia

Diterima 08 Juni 201 1; Disetujui 25 Juni 2011

Abstrak - Morfologi Matematik dapat diformulasikan menggunakan aljabar Minkowski, sehingga penurunan fomula
morfologi matematik dapat dilakukan melalui pendekatan aljabar, yaitu operasi penambahan dan pengurangan Minkowski.
Implementasi Morfologi Matematik pda pengolahan citra grayscale akan mencari nilai maksimum dan minimum dalam
lingkungan tetangga. Dalam format citra digital operator Morfologi Matematik akan mengubah nilai piksel pada lokasi (;, ;)

dengan memperhitungkan bobot piksel disekitarnya pada citra asli.

Kata Kunci : Morfologi Matematik, Aljabar Minkowski, dan Citra Grayscale,

i. Pendahuluan

Teori  morfologi  matematika  dan  aplikasinya
dikembangkan secara sistematis oleh Serra dan Matheron
[2]. Prinsip dasar analisis morfologi matematik adalah
membandingkan bentuk obyek yang biasanya sangat
kompleks dengan suatu bentuk yang sangat sederhana,
misalnya bentuk segiempat atau lingkaran yang
selanjutnya disebut struktur elemen. Menurut Schalkoff
(1989) secara umum morfologi matematik dapat
didefenisikan atas dua operator dasar yaitu erosi dan dilasi.
Operator erosi merupakan operasi pengecilan sedangkan

ilasi mer Lpd"d si Lfk&.}“)dﬂ\l pemm erosi

agcancar
ij(,gcou cul:

nverel maka
IYOISI, HHGRG

operasi erosi vang ditkuti operasi dilasi atau sebaliknya
tidak akan mengembalikan citra semula. Hal ini membuat
suatu transformasi morfologi matematik baru yang disebut
operator pembukaan (fpemn g) dan operator penutupan
{closing). Operator pembukaan didefinisikan sebagai
operasi erosi yang diikuti oleh operasi dilasi, sedangkan
operator penutupan didefinisikan sebagai operasi dilasi

vang diikuti oleh operasi erosi.

Operasi erosi dihasilkan dari perbedaan dan interseksi,
sedangkan operasi dilasi dihasilkan dari perbedaan dan
gabungan. Transformasi yang melalui dilasi tergantung

pada erosi. Erosi merupakan titik awal untuk kebanyakan
pemrosesan morfologis. Morfologi matematik dapat
diformulasikan ~ menggunakan  aljabar  Minkowski,
khususnya operasi penambahan dan pengurangan
Minkowski [7]. Aljabar Minkowski sangat tergantung
pada konsep teoritis himpunan, yang meliputi himpunan
penggabungan union (), irisan (M) dan koriplemen (A).
Disamping itu, dalam rangka merepresentasikan operasi-
operasi Minkowski konsep himpunan dua titik 4 dan B
vang diberinotasi dalam Z yang dikenal sebagai ruang
Euclidian dua dimensi dengan komponen a = (ajay).
Translasi dua titik tersebut didefenisikan menggunakan
penambahan vektor sederhana sebagai berikut:

(A, ={cle=a+x: ac A} (1)
dimana xe R*.
Untuk himpunan 4 dan B dalam Z°, erosi citra 4 oleh
struktur elemen B dinotasikan 4A®B, didefenisikan sebagai
[4]:

ABB = {x|(B), < A} )

Difasi dinotasikan dengan A @ B, dengan @ adalah
himpunan kosong didefenisikan sebagai [4]
A©B={x|(B),N4=<} €)

Opening himpunan A4 oleh struktur elemen B, dinotasikan
Ao B didefenisikan sebagai:

AoB =(AOB)® B @)
Closing himpunan 4 oleh struktur elemen B, dinotasikan
A e B didefenisikan sebagai:

AeB=(A® B)OB ®)
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Tulisan ini bertujuan untuk mengkaji teori morfologi
matematik ditinjau dari teori aljabar sehingga dapat untuk

diaplikasikan pada citra grayscale.

2. Penurunan Filter Morfologi Matematik Pada Citra
Gray Scale

Pengolahan citra menggunakan morfologi matematik
berarti meletakkan citra sebagai suatu himpunan. Terdapat
dua pendekatan yang dapat digunakan dalam menganalisis
citra berdasarkan morfologi matematik yaitu Geometri dan
Aljabar.

Operator erosi pada citra digital akan mencari titik-titik
yang bernilai minimum di dalam lingkungan tetangga,
sedangkan operator dilasi akan mencari titik-titik yang
bernilai maksimum. Secara matematis bentuk persamaan
matematis morfologi matematik pada citra gray scale
dapat dilihat dibawah ini:

Proposisi 1: [1]

Jika f: F — £ dan k: K — E maka
f@®k:F@®K — £ dapat dihitung dengan:
(fOx)=max{f(x—u)+k(u)|(x—u)e Fue K} {6)

Proposisi 2: [1]
Jika f:F — E dan £: K — F maka,

Bk : FOK — E dapat dihitung dengan:

(kY xy=min{ f(x+v}—k(»)|(x—v)e FrveKy (7}

Kombinasi dari dilasi dan erosi pada citra grayscale akan
menghasilkan jenis operator baru yaitu opening dan
closing. Defenisi opening dan closing pada citra grayscale
ekivalen dengan defenisi kedua operator tersebut pada
citra binair. Persamaan matematis dari kedua operator ini
ekivalen dengan persamaan (6) dan (7), tetapi karena
penerapannya pada citra grayscale maka operator opening
akan mencari nilai maksimum sedangkan operator closing
akan mencari nilai minimum dari struktur elemen (jendela
filter). Penurunan kedua operator ini pada citra grayscale
dapat dilihat pada kajian matematis berikut:

Proposisi 3: (1]
Jika, F,KkcEY dan f:F > F dan k:K—>E
maka
fok:FoK— £ dan dapat dihitung dengan:
(f o k)x)=max{min] f(x+v—-u)—k(v)|ve K]+ k(u)
lue K;(x—u)e FOK}
Proposisi ini dapat dibuktikan dengan pendekatan aljabar

sebagai berikut:

Bukti: [3]
Misalkan gc £* dan r: R — E sehingga r = Bk
Dari proposisi 2
Ok FOK = E
Jadi r: FOK — F dan r:R— £ maka R: FOK
Dari proposisi 2
(Y xy=min{ f{x+v)— k(WY {(x+v)e Five K}
Maka »(x) = min{/(x +v)—k(v) | (x+Vv) e Five K}
Karena fok =(f@k)® k. Maka fok=r @k

(f e k)(x) =(r @ k)(x)
Dari proposisi 1
(r@ k) x)=max{r(x—u)+k(u)|(x—u)e Rue K}
dan y @ k= fok
(fok)x)=max{r(x—u)+k(u)|(x—u)e Rue K}
Karena R=FOK dan

r(xy=min{ f(x+v)—k(v)|ve K}
maka r(x—u)=min{ f(x+v—u)—k(v)|ve K}
Suhaitnai ;

n nergamasn ini ke
i1 peisdiniaaiz i A0

ps

(fok¥xy=max{r(x—u)+ &) {x—ule Rue K}
sehingga didapat
A k) x) = meax{minf f(x+v—u)—k(v)|ve K]+ k()
lue Ki(x—uye FOK}

Proposisi 4:
lika, F K cEV dan f:F — E dan k. K — £ maka
fek:FeK — FE dandapat dihitung dengan:
(fek)(x)=min{max[f(x+v-u)—k(@)|ve K]
+k(u)lue K;(x+v)e F®K}
Bukti:
Misalkan R EY dan r: R — £ schingga r = f @ k
Dari proposisi |
fOKFO®K > E
Jadi - FOK > Edan r: R— F maka R: F®K
Dari proposisi |
(FORx)=max{f(x—u)+k(u)|(x—uw)e Fize K}
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Maka
r(x)=max{f(x—u)+k(u) | (x-u)e F;ze K}
Karena fek =(f ® k)Ok.,Maka f ek =rOk
(f @ k)(x) = (r®k)(x)

Dari proposisi 2
(FOk)(x) = min{ f(x +v) = k()| (x+ vie Five K}
dan ;@k = fek
(f ® kYx)=min{ f(x+v)— k()| (x+ v)e Fiue Kj
Karena R = F @ K dan
r(x) = max{ f(x—u)+k(u)|ue K}
maka r(x +v) = max{f(x+v—u)+k@)|ue K}
Subsitusikan persamaan ini ke
(f e k)(x)=min{r{x+v)— KW (x+vye Rue K}
schingga didapat

S ¢ k)(x)=min{max}f(x +v—u) - k(vy|veK]

+kueK;(x+v)e FOK}

3. Implementasi Morfologi Matematik dalam Sistem

Citra Digital
Dalam sistem digital, teknik pemfilteran morfologi
matematik pada citra menggunakan struktur elemen
sebagai jendela filter. Menurut [5], cara kerja struktur
elemen dalam operasi morfologi matematik ekivalen
dengan cara kerja kernel dalam operasi konvolusi citra.
Struktur elemen sebagai pembatas wilayah atau penentu
lingkungan tetangga (neighborhood). Perumusan erosi dan
dilasi, digambarkan dalam struktur elemen dalam matriks
3 x 3 sebagai piksel-piksel tetangga dengan koefisien-
koefisien matriks yang dinotasikan dalam bentuk:
[G-1j-1) @(-Lp) (-Lj+D
(Gj-n  @Gn  Gjh
|(@+1,j-1 G+ @G+1Lj+1)
Aplikasi operator erosi dan dilasi pada sistem citra digital
berarti menempatkan kedua operator tersebut sebagai filter
digital. Perumusan kedua filter dapat ditulis dalam bentuk
persamaan berikut [6]:
F(ij) = Maks {f(i—l,j~l),f(i~l,j),...ef(i+1.,j+l)}

F(ij) =Min{f(i—1,j 1. (=1 )., G+ 1] +1)}

Cara kerja kedua filter ini adalah mengubah nilai piksel
pada lokasi (ij) dengan memperhitungkan bobot piksel di
sekitarnya pada citra masukan. Penjabaran prinsip ini
dalam pemfilteran dilasi dapat dijelaskan sebagai berikut,
koefisien pada struktur elemen (jendela filter) diletakkan

704

pada nilai kecerahan masing-masing piksel kemudian
masing-masing koefisien struktur elemen (jendela filter)
tersebut dikalikan dengan nilai kecerahan piksel, pada titik
yang sama. Hasilnya nilai kecerahan yang paling besar
(maksimum) akan menggantikan posisi nilai kecerahan
piksel citra asli pada lokasi (i) dan terhimpun dalam citra
output (gambar 1). Prosedur yang sama dapat diterapkan
pada pemfilteran Erosi tetapi prosesnya adalah mencari

nilai minimum.

Citra Input Citra Cutput
(Setelah Dilas)
o 6125 ] 6] Strukturelemen3xd, dengen posisi 9
6lelalo]o tengah diletakkan diatas piksel pertama
A dari citea asli, cai nilsi maksinum yarg
8161812111 ey sdalumstrokbur ebmen (ki |
616|316 6| kewin®dmbetdkbannlaiinipads ||
617161716 ciaoutm | |
—i— Strultur elemen kenmdian bergesex pada
916 356} pieelbenkutnyadancarivilsl 919
6|6 1400] 0! maksimuuyany terdapat dalam struktur
gl6(8[2(1 |
6 f 3 f 6 tahap sehebmnya. Jatakdan nilai ini peds
6 | T1617 16 citraoutput
5T e T3 18| 6| lsncisehuohproses mi puds ssbiik 915161616
kel citra ask 3
16 |4 [0 o] et 919 6|66
slels]2]1 88|68 [8]6
66366 8|8 (8|87
6l7]6l7]86 [EREEERE

Gambar 1. Tustrasi kerja operator dilasi pada

sebuah citra digital {8}

Bentuk filter yang lain adalah filter Opening dan Closing.
Opening merupakan kombinasi antara filter dilasi dengan
filter erosi (dalam citra aras keabuan) sehingga bentuk
diskret filter ini pada citra digital dalam jendela filter 3 x
3, dapat dibuat dalam persamaan berikut:
(fob)i.j)=Mak{Min [f(i—1 =1, =1])"
JU+1Lj+Dl
Filter closing merupakan kombinasi filter erosi dengan
filter dilasi, maka kombinasi kedua filter ini dapat dibuat
dalam persamaan berikut:
(f o b)(i, j) = Min{Mak [ (i ~1./ 1), (i~ 1),
FGHLj+ 1]

4. Kesimpuian
1. Operator erosi pada citra digital akan mencari titik-
titik vang bernilai minimum di dalam lingkungan
tetangga, sedangkan operator dilasi akan mencari
titik-titik vang bernilai maksimum.
2. Implementasi operator morfologi matematik pada
citra digital berarti menempatkan kedua operator

tersebut sebagai filter digital dengan menggunakan
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struktur elemen sebagai jendela filter. Cara kerja
operator morfologi matematik pada sistem citra
digital (grayscale) ini adalah mengubah nilai piksel
pada lokasi (ij) dengan memperhitungkan bobot

Dheskh B s Rad, S W,
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