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Morfologi Matematik Dalam Pengolahan Citra Grayscale

Yulian F auzi dan Zulfia Memi Mayasari

Jurusan lkatematika, Fakultas Matematika dart llmu Pengetahuan Alam, lJnirersilas llengkulu, Irtclonesia

Direrirna 08 .luni 2u I l: Disctuiui 25 Juni 201 I

Abstrak - Morfologi Matematik dapat diformulasikan rnenggunakan aljabar Minkorvski, sehingga penurunan fomula

morfologi matematik dapat dilakukan melalui pendekatan aliabar, yaitu operasi penambahan dan pengurangan Minkowski.

lmplementasi Morfologi Matematik pda pengolahan citra grayscqle akan mencari nilai maksimum dan minimum dalam

lingkungan tetargga. Dalam fonnat citra digital operator Morfologi Matematik akan mengubah nilai piksel pada lokasi (i,;)

elengan memperhitungkan bobot piksel disekitarnya pada citra asli.

Kata Kunci : &lorfologi 1!latenratih, Aljabar Minkowski, dan Citra Graysssls,

!" Femdahuiuam

Teori rrrorfoiog i nratemaiika dan aplikasinya

dikembangkan secara sisteuiatis oleh Serra dan Matheron

[2]. Prinsip dasar analisis morlologi matematik adalah

niembandingkan bentuk obyek yang biasanya sangat

koinpleks dengan suatu bentuk yang sangat sederhana,

misalnr a bentuk segiernpat atau lingkaran -yang

selanjutn-1'a disebut struktur elemen. Menurut Schalkoff

(1s89) secara umuin moriblogi matematik dapat

dideienisikan atas dua operaior dasar yaitu erosi dan dilasi.

Ooerator erosi merupakan operasi pengecilan sedangkan

LrneratOr ciilasi rneiupa!.:ar ope rasi ekspansi. Operator erosi

.i.,,.,t;l^.; t.,,1.--,-^,",,,..1.^,. -^".--.* i-.,^,."i -..i..ucli uirffij uuedr: rrr!r*yaaaaii pcJ6rr6srr rirrLrrrl rrrGAt

operasi erosi i'ang diikuti operasi dilasi atau sebaliknl'a

tidak akan rnengembalikan citra semula. Hal ini membuat

suatu transibnrasi morloiogi rnatematik baru 1'ang disebut

0perator peirbukaan (opening) dan operator penutupal

(closing). Opei"ator peiirbukaan didefiiiisikan sebagai

operasi erosi yang diikuli oleh operasi dilasi. sedangkan

operator penutupan didefinisikan sebagai operasi dilasi

1,ang diikuti oleh operasi erosi.

Operasi erosi dihasilkan dari perbedaan dan interseksi,

sedangkan operasi dilasi dihasilkan dari perbedaan dan

gabungan. Transformasi vang melalui dilasi tergantung

pada erosi. Erosi merupakan titik awal untuk kebany'akan

pemrosesan morfologis. Morfologi nratematik dapat

diforrnulasikan menggunakan aljabar Minkou'ski,

khususnya operasi penanrbahan dan pengurangan

Minkowski [7]. Aljabar Minkou'ski sangat tergantung

pada konsep teoritis himpunan, yang meliputi himpunan

penggabungan union (u), irisan (n) dan komplemen (Ac).

Disamping itu. dalam rangka merepresentasikan operasi-

^^^-^-: Ir:^t-^.,,-1,: l.^--^^ L:,,,,..,-^-,.1,,^ +:r:1. t A^^ DupLfd)t lvlilrNvlvJAr AUil)ly illlrPuilqil uud rrtrtr n lart D

,vang diberinotasi dalam / ,uang dikenal sebagai ruang

Euclidian dua dimensi dengan komponen c = (a,,a).

I'ranslasi dua titik tersebut didefenisikan menggunakan

penambahan vekor sederhana sebagai herikut:

{.A).:t1elc=a+x: ae A\ (l)

di mana -r e R2 .

Untuk himpunan I dan B dalam /, erosi citra I oleh

struktur elemen B dinotasikan lOB. didefenisikan sebagai

[4]:

A@B = {r { (B), c l} Q)

Dilasi dinotasikan dengan A@ Il . dengan 0 adalah

himpunan kosong didelenisikan sebagai [4]

r@B=trltl]1,)A*AI (3)

Opening himpunan I oleh struktur elemen B. dinotasikan

I o B didefenisikan sehagai:

A"B=(lOB)CI8 (4)

Clos.inghimpunan I oleh struktur elemeu.B, dinotasikan

A o B didelenisikan sebagai:

AtB=(loB)oB (5)
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Tulisan ini bertujuan untuk mengkaji teori morfologi

matematik ditinjau dari teori aljabar sehingga dapat untuk

diaplikasikan pada citra grayscale.

2. Penurunan Filter Morfologi lr{atematik Pada Citra

Gray Scale

Pengolahan citra menggunakan morfologi matematik

berarti meletakkan citra sebagai suatu himpunan. Terdapat

dua pendekatan yang dapat digunakan dalam menganalisis

citra berdasarkan morfologi matematik yaitu Geometri dan

Aljabar.

Operator erosi pada citra digital akan rnencari titik-titik

yang bernilai minimum di dalam lingkungan tetangga,

sedangkan operator dilasi akan mencari titik-titik yang

bernilai rnaksimum. Secara matematis bentuk persamaari

matematis morfologi matematik pada citra gray scale

dapat dilihat dibawah ini:

Proposisi l: [1]

Jika f : F --> E dan k : K --+ E maka

f @ k : F @ K --> E daPat dihitung dengan:

f @*Xx) =maxtf(x'u)+fr(u) lG-u)e F;ue Kl (6)

Proposisi 2: Il]
Iika f : F -+ E dan k ; K -+ E naka,

pk: F@K -+ E dapat dihitung dengan:

(l3ftX,r):rnin{/(x+v)*ft(v)l(x-r,}e F :r, e K} (7)

Kombinasi dari dilasi dan erosi pada citra gral,scale akan

menghasilkan jenis operator baru yaitu opening dan

closing. Defenisi opening dan closing pada citra g'avscale

ekivalen dengan defenisi kedua operator tersebut pada

citra binair. Persamaan matematis dari kedua operator ini

ekivalen dengan persariraan (6) dan (7), tetapi kaLena

penerapannya pada cifra grayscale maka operator opening

akan mencai nilai maksimum sedangkan operator closing

akan mencari nilai minimun dari sfrukur elemen (lendela

filter). Penurunan kedua operator ini pada citra grayscale

dapat dilihat pada kajian matematis berikut:

Proposisi 3: [1]

Jika" tr,KcEN dan f :F-+E dan k:K-+E
maka

,f . k : F " K a 5 dandapat dihitung dengan:

(.f " k){x) = max{minl "f 
(x + v' u) * t(v) I v e K]+ k(u)

1ue K:1x u)c fOKI

Proposisi ini dapat dibuktikan dengan pendekatan aljabar

sebagai berikut:

Bukti: [3]

Misalkan Rc EN dan r:R-+I sehingga r = frk
Dari proposisi 2

.pk:F@K -> E

Iadi r:F@K-+E dan r:R-+E maka R:FOK
Dari proposisi 2

$Ak){x): min{f ix + v) - &(v) I (r + v) e F;v a K}

Maka 7"1;; = min{-/(x+u)-r(v) I (-r+u) e F-;v e K}

Karena f "ls=ff9f)@/c,Maka .f "k=r@k
(f"k)(r)=(r@t)(x)

Dari proposisi I

(r @ k)(-x) = max{r(ir - r) + k{u) | ("x - a) e R;tt e K}

danr@k=f"k
(.f ' tXr) : max{r(r- a)+ n(zr) I (r- r) e R;u e K\

Karena R: -F@i( dan

r(:r) : P;n17(x+ "-)- t(v) | v e K]

maka r(x- z) : rnin{/(x+ v - u) - k{v)l v e l(}
t',h"ir"cii. ". *r.".'""" i.i t'"

(f . kX"t)=max{r(x-u)+ft(aii{r*u)e R;rre Ki

sehingga didapat

'. (/" t)(,r) = max{min[/(.r+i. -z) -r(r) I v e,(]+ t(a)

lueK;(.r-uleFB()

Prqp!$i,t
Jika, f'. K c: EN dan .1 

.. F -+ E dan k: K -+E maka

f " k : F t K -+ E dandapatdihitungdengan:

(f " k){x) = min{maxlf(x +v-u)-k(v) lr. {l'
+ k(u) | u e K; (,r + v) e F@ rt']

Bukti:

Misalkan Rc.EN dan r:R-+E sehingga r--f @k

Dari proposisi 1

f@k:F@K-+E
Jadi r:F@K-+Edan r:R-->E maka &:F@K
Dari proposisi 1

(/@ *X-r) : max{,f(-x-r)+ [(a) I (x-a) e F:z e Kl

703



Maka

r(x) = pn 11@ - u) + k{u)l {x - u) e F;z e K\

Karena f ok=(f @k)@k,Maka.1ck=t@k

(f 'k)(x) = (rokXx)

Dari proposisi 2

(r0t)(x) : min{/(x+v)-t(v) | (:r+v) e F;v e K}

dan yq41, = .f " k

(/r k)(x) = min{/(x+v)- A'(v) | (x+v) e F ;u e K\

Karena R:F @K dan

r(x) = 6a*17 Q - u) + k(u) | u e K)

maka r(x + v) = 6s*11(x + v- u) + k{u)l u e K}

Subsitusikan persamaan ini ke

(/. k)(x) : min[r(x + v) k(r') I (-r + v) e R:u e f{}

sehingga didaPat

.'. (f . k)(x)= min{max.[t( x +v - u) - k{v) I v e Kl

+kfu)lue1(;(x+u)eF@K)

3. [mplementasi Morfotogi iVlatematik dalam Sistem

Citra Digital

Dalam sistem digitai, teknik pemfilteran morfologi

maternatik pada citra menggunakan strukur elemen

sebagai jendela filter. Menurut [5], cara kerja struktur

elemen dalam operasi morfologi matematik ekivalen

dengan cara kerja kernel dalam operasi konvolusi citra'

Struktur elemen sebagai pembatas rvilayah atau penentu

lingkungan tetangga (neighborhood). Petumusan erosi dan

dilasi. riigambarkarr dalau struktur elemen dalam oratnks

3 x 3 sebaeai piksel-rriksel tetangga dengan koefisien-

koefisien matriks yang dinotasikan dalam bentuk:

[t,-i.7-i; (i- l-i) tr-i,7+11]

lu.i'tt Q-i) (i-ittt 
I

lf,,r"7 rt (i+l.i) (i+l-lrl)-l

Aplikasi operator erosi dan dilasi pada sistem citra digital

berarti menempatkan kedua operator tersebut sebagai filter

tligital. Perumusan kedua filter dapat ditulis dalam bentuk

persarnaan berikut [6]:

F(ij) =uaks f1i - 1, j *1),.f (i -1,i),.,., J'Q +1,7 + 1)|

F(ij):Mintf (i 't,.j _r), f (i _1..fi....,f (i +1,r + 1))

Cara kerja kedua fiiter ini adalah mengubah nilai piksel

pada lokasi (ii) dengan memperhitungkan bobot piksel di

sekitarnya pada citra masukan. Pen-iabaran prinsip ini

dalam pemfilteran dilasi dapat di-ielaskan sebagai betikut.

koefisien pada struktur elemen (endela filter) diletakkan

744

pada nilai kecerahan masing-masing piksel kemudian

masing-masing koefisien struktur elemen (endela filter)

tersebut dikalikan dengan nilai kecerahan piksel, pada titik

yang sama. Hasilnya nilai kecerahan yang paling besar

(maksimum) akan menggantikan posisi nilai kecerahan

piksel citra asli pada lokasi (i,j)dan terhimpun dalam citra

output (gambar 1). Prosetlur yang sama dapat diterapkan

pada pemfilteran Erosi tetapi prosesnya adalah tnencari

nilai minimum.

Cilra Odpui

l:etehl Dil&-,

Slr:Itu e1erun 3x3, &aar Put
t.qak d;Llalld dralr. lrLtPl lendD
d*iciha uli cni a&i rukium Y4
t€rleta} d;da:]ffi +r"Itr ilrnen(d:ls
I# iri 9l ail Lhlle olai Bi ladr

Simlb &rer irem,tiarltry:a la'tr

!trsdberilsttya da cu nilai

hBlrsil@ yw i4dilai iriil nilltu
dema, (d* I4J Bj rr) 

''a€#epald liLrel yq ieryilrtr ladi
triq ,.te!ruF lrtr.tu nili; id Pr{.

Lrisr$ rhrrl, pw:+ u pada;rlwh

Canrbar 1. Ilustrasi kerja operator dilasi pada

sebuah citra digital 181

Bentuk filter 1'ang lain adalah fiiier Opening dan Closirtg'

Opening merupakan kombinasi antara fllter diiasi dengan

filtei: erosi (dalarn citra aras keabuan) sehingga bentuk

diskret filtei ini pada citra digital dalarn ienileia filtcr i ii

3, dapat dibuat calam persamaan bcrikui:

(f " b){i. j\ = t'taklMin IJ {i - t, i -1), i (i - 1,j),"',

f(i +1, i +1)ll

Filter closing merupakan kombinasi fiiter erosi dengan

filter dilasi, maka kombinasi kedua filter ini dapat dibuat

dalam persailaan berikut:

(f .b)(i, j)= x:tinltlakl.f {i-1.i t),f(i-1,.il,
f(l+1,7+l)i)

4. KesimPuian

1. Operator erosi pada citra digital akan mencari titik-

titik 1'ang bernilai minimum di dalam lingkungan

tetangga. sedangkan operator dilasi akan mencari

tilik-titik,r'ang bernilai niaksimum.

2. Implementasi operator morfologi matematik pada

citra digital berarti menempatkan kedua operator

tersebut sebagai filter digital dengan rnenggunakan

Yulian F danzulfiaM M / Jurnal Gradien vol. 7 No. 2luli2011 :102'705

Citn 14ut

ffin
[-]+]ffi-ffi|+l+l

Ftrt-ita['1
ffi_
[g I t lg Is i r I

Urltlaflolol[cTrTtl:iti
l;fiTt1-6T;'l
ETiT;Tif6l
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struhur elemen sebagai jendela filter. Cara kerja

operator morfologi matematik pada sistem citra

digital (grayscale) ini adalah mengubah nilai piksel

pada lokasi (ij) dengan memperhitungkan bobot

\r\se\\\se\r\un1r1n\tittr,'nrqu\.
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